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ErfahruDgea  eu  bekanden,    60  lasse  ich  sie  der-Raamersparniss 
wegen  weg. 

A.  Licbtblitze.  [Rad  R  entfernt.  Jedes  Phänomen  Sßers 
beobachtet 9  um  die  Ueberraschung  zu  beseitigen,  aafgeseichnet 
erst,  wenn  ich  mich  fest  überzeugt  zu  haben  glaubte.  Selbst  ge- 
stellt, ohne  Geholfen,  bei  I.,  11.  und  IV.  geordnet  in  (a)  nach  den 
Nommem  des  Standes,  in  (b)  nach  den  Angaben.] 

(a) 


(a) 


Ncilsv  Be- 
obachtung 

Stand  des 

Instru- 
ments (^W) 

Angabe 

A=.W+ 
in  Hunder- 
teln 

19 

n^OO 

«^00 

0 

20 

,01 

,00 

— 1 
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.03 

,00 

-3 
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,07 

,05 

—2 

S3 

,15 

.10 

—5 

9 

,16 

,25 

+9 

10 

,27 

,80 

+3 

1 

,80 

,40 

+10 

18 

,88 

,45 

+7 

11 

,89 

,40 

+1 

12 

,42 

,40 

—2 

7 

,45 

,50 

+5 

2 

,50 

,50 

0 

21 

,51 

,50 

— 1 

$ 

,62 

,75 

+18 

14 

,65 

,75 

+10 

18 

,68 

,80 

+12 

11 

,77 

,90 

+18 

5 

,84 

,85 

+1 

2 

,90 

,90 

0 

17 

,94 

,95 

+1 

8 

,9» 

,00 

+2 

Mittel  il=  fr+ 0^,033. 
Mittlerer  Fehler  einer  Angabe  *)  nt = 0'',056. 
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üartm ann:'  Etitlffe'  ßeo^acMungen 


II. 

(a)  • 

No. 

(HO 

(^) 

A—W-i^ 

dfi 

*''>02 

«'^95 

—7 

4» 

.02 

,00 

-? 

30 

.06 

,00 

—6 

89 

,07 

,05 

—2 

27 

,08 

,05 
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,09 
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,09 

,10 

+  1 
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,17 

,20 
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36 

,17 

,25 
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26 

,22 

,25 

+3 

24 

,25 

,30 

+5 

1 

,27 

,35 

+8 

TS 

,27 

,35 

+8 

16 

,28 

,35 

+7 

6 

,82 

,40 

+8 

28 

,84 

,40 

+6 

8 

,40 

,40 

0 

10 

,42 

,50 

+8 

43 

,47 

,50 

+3 

34 

,50 

,50 

0 

23 

,54 

,50 

—4 
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,56 

,50 

—6 

20 

,67 

,55 

—2 

33 

,61 

,55 

—6 

37 

,62 

,55 

—7 

15 

,64 

,55 

—9 

41 

,64 

,55 

—9 

29 

,69 

,70 

+  1 

42 

,72 

,70 

—2 

18 

,75 

,70 

—5 

40 

,77 

,70 

—7 

11 

,80 

,75 

—5 

13 

.87 

,90 

+  3 

22 

,88 

,90 

+2 

44 

,88 

,85 

—8 

32 

,90 

,90 

0 

21 

,90 

,95 

+  5 

3 

,91 

,90 

—1 

38 

,94 

.90 

—4 

31 

,95 

,95 

0 

4 

,91 

,00 

+  3 

12 

,98 

,00 

+2 

(a) 

■ '    ■  ■  ■    • 

iW) 
lim 

A=W+ 

Gewicht 

«,00 

—1 

(4) 

,10 

—3 

,20 

+  5 

(4) 

,30 

+^ 

(») 

,40 

+  4 

(«) 

,50 

•    0 

(8) 

.60 

—6 

(6)    ... 

,70 

—2 

(8) 

,80 

—6 

1*1 

,90 

0 

(8) 

Mittel:    ^rrW— 0,004 
m  =  0,05 
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(b) 


W=:A  + 

Gewicht 

+  1 

(4) 

+3 

(4) 

0 

(2) 

3 

*  (i)'  * 

—6 

(2) 

—5 

(0 

-8 

(8) 

—5 

(8) 

0 

(6) 

+  7 

(») 

+3 
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+5 

* 

+3 
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0 

+1 

(8) 

Falls  etvra  die  Beobachtungsreihen  I.  oder  II.  zwischen  vrirk« 
lieben  Beobachtungen  genacht  wären ,  so  mussten  sie  ^ilin  Gebrauch 
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etwa  wie  in  (b)  zasamniengestellt  werden.  Ob  man  sie  aber  ab 
Ganzes  benutzen,  also  fOr  I. :  W-A^VSm,{^xl\.i  W^A-i^^VJOfii 
nehmen  solle,  oder  besser  thue,  sie  etwa  im  Einzelnen  zu  berfleksich« 
«gen,  also  (fÖr  1.)  ^ie  Angaben  «",2;  n^3;  iiM;  n^6;  «",7;  lüß 
verkleinern,  dien'',l  vergrossern,  n"fi\  n"fi  und  n^,9  aber  unverSn- 
dert  lassen;  bei  II.  aber  die  n",2;  n^,3;  n^,4  verkleinern,  n^,6; 
n",!;  n"y8;  n^fi  vergrossern,  die  n",l;  n",5;  n'',9  uncorrigirt  beibe- 
halten solle  —  würde  erst  noch  eine  specielle  Beräcksichtigiing 
der  Umstfinde  erheischen,  z.  B.  ob  die  Zehntel  in  den  Angaben 
der  wirklichen  Beobachtungen  ziemlich  gleich  vertreten  seien,  oßer 
nur  einzeln  vorkämen  u.  s.  w. 

Ein  Gebülfe  würde  leichter  eine  bessere  Vertheilung  der  Stände 
herbeiführen  könne,  als  es  hier  der  blinde  Zufall  gethan.  Eliie 
Beobachtungsreihe,  bei  welcher  der  Gehülfe  etwa  blos  immer 
ganze  Zehntel  stellt  und  der  Beobachter  auch  nur  solche  angibt, 
sieht  viel  glätter  aus,  entspricht  aber  nicht  so  gut  der  Wirklich- 
keit;  z.  B.  Casselmann  beobachtet,  geordnet  nach  dem  Stande : 

in. 


w 

A 

,0 

,1 
,1 

,2 
,2 

,2 
,3 

,3 
,4 

,5 
,5 

A—W+ 
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1 

0 
0 

2 
2 

0 
0 

3 
3 

— 1 

0 

4 
4 

-1 
0 

5 
5 

0 
0 

6 
6 

,6 

,7 

,7 

,8 
,9 

,9 
,9 

0 

+1 

7 
7 

0 

+1 

8 
8 

0 

+i 

9 
9 

0 
0 

Mittel:     i4=  1^+0^005. 


B.   Appulse.    In  den  Beobachtungen  der  Appulse  nach. Act  1) 
fand  ich  noch  keinen  wesentlichen  Unterschied  von  den  Liehlblitsr 


SS 


ffunmann:    Bhtife  Bwämokttm§em 


bvobachtungea  *).    Daher  ni5ge   hier  nur  oooh   ein   Beispiel  dldr 
Beobtobtani;  nach  Art  4)  folgen: 
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83 

0 

Mittel:    4=fF+0^02 

m  =z  0",036  o 

Appulsbeobachtungen  ohne  Scale  nach  Art  2)  sind  lange  nicht 
so  sicher^  es  finden  sich  da  die  m  zu  etwa  0'^06^  bei  Primavista 

*)  Dagegen  zeigte  sieb,  Astron.  Nachrichten  1838.  No. 351  nnd  362; 
bei  Appalsbeobaehtungen  am  Passage -Instrument  die  Personaldifferens 
weit  bedeutender  als  bei  Liohtblitzen.  Es  scheint  dies  nocb  einen  «pe- 
cifischen  Grund  zu  haben,  n.  A.  Tielleicht  das  längere  Verweilen  der 
Sterne  Ton  hoher  Declination  hinter  dem  Faden.  —  Die  Federpendelbe- 
dbaiebtilligeii  rangirten  einitial  mit  dcMl  Paeiage^nstnunent,  einaal  mit 
«011  UohtblitMn.  . .  T  > 


89  ifarimannr  JUni§eßioöackku.Btmerlam(f€$iü^P9r$onaläiireren%. 

Qtjellß  der  ^rachiedenen  Zeitschätzung  und  Fizirang  Yer^cUad«« 
^er  Moflnente  de«  Schalleiodruckii  wird  weg£älleD,  —  dadurch. aa- 
tflrlicb  auch  die  Veränderlichkeit  für  verschiedeoe  Zehntel»  <—  die 
»y absolute '*  Diflferenz  aber  wird  grösser  sein,  als  sie  bei  den  Be- 
obach^ngen  »«aus  freier  Hand'*  zu  sein  braucht,  weil  es  bei  die- 
sen nor  der  Zeit  bedarf,  bis  der  Gesichts-  und  Geh5reiodruck  sich 
bis  £uni  Gehirn  fortpflanzt«  dort  aber  noch  die  -^  wahrscheinlich 
bei  ▼erschiedenen  indivichien  und  in  verschiedenen  GemfitbsTer- 
fassungen  mehr  veränderliche  —  Zeit  hinzukommt,  die  vom  Augen- 
blick des  Bewusstwerdens  des  Gesichtseindrucks  vergeht,  bis  die 
Hand  die  Taste  berührt,  und  da  nach  Helmholta  bis  in  etwa 
2  ZehoteisBCunden  gehen  soll. 


Schlieflslich  kann  ich  nicht  embin,  den  Wunsch  auscuspr«- 
eben,  dass  Männer,  die  in  solchen  Beobachtungen  geübt  sind, 
aiich  einmal  an  einem,  dem  besprochenen  ähnlichen  Instrumente 
Beobachtungen  anstellen  mochten.  —  Das  meinige  würde  natür- 
lich-gern  zu  Giebote  stehen,  um  vorläufig  Erfahrungen  zu  machen. 
Zu  genaueren  Versuchen  aber  (die  meine  Ansichten  bestätigen 
und  erweitern,  modificiren  oder  verwerfen  wurden),  wäre  es  wün- 
8chensi9^erth ,  dass  der  Eine  oder  Andere,  dem  hinreichende  Fonds 
CT  fiebete  stehen,  sich  ein  eigenes,  von  den  Mängeln  des  mei- 
nlgan  freies  Instniiaent^  namentlich  auch  für  „galvanische'*  Uhren, 
anfertigen  lasse.  Ich  selbst  hoffe  auch  im  Laufe  der  Zeit,  so 
weit  es  meine  Kräfte  und  Mittel  gestatten,  diese  Beobachtungen 
fortsetzen  zu  können,  um  über  noch  manchen  Punkt  nähern  Aus- 
schluss zu  erhalten. 


t. 


i  *  * 
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II. 

Ueber  einige  Sätze  von  den  ganzen  rationalen  alge- 
braischen Fanctionen,  nach  „Resames  analytiqaes 
par  M.  Augustin  Cauchy.    A  Turin.  1833.  p.  l^*^^ 


I    » 


Von 

dem  Herausgeber. 


In  dem  oben  genannten ,  vieles  iScIidne  eiiUialteiidea;W#rkcb(i|l 
hat  Cauchy  för  den  bekannten  Elementar -Satz»  dass  jede  ganze 
rationale  algebraische  Function  von  ^y  welche  für  xzna  vergeh wIn« 
det,  durch  x-^a  ohne  Rest  theilbar'ist,  einen  einfachen  Beweis 
gegeben»  der  bekannter  zu  sein  verdient»  'als  er  zu  sein  scheint; 
sogleich  aber  liat  der  leider  uns  durch  den  Tod  entrissene -grosss 
Matbematiker»  dem  die  Wissenschaft  so  ungemein  Vieles  verdankt» 
daran  verschiedene  Folgerungen  geknüpft»  welche  an  Sätzen  fühcea» 
die  2nr  Abkürzung  mancher  Beweise  sehr  geeignet  sind«  Wenn  aueh 
Einiges  hiervon  schon  in  der  Analyse  algäbrique.  Ghap.  IV» 
vorkommt»  so  scheint  uns  die  in  dem  oben  genannten  nevMtea 
Werkchen  gegebene  Darstellung  bemerkenswerth  genug  und  na- 
mentlich von  Werth  für  den  Unterricht  zu  sein»  so^dass  wir  es 
fiSr  zweckmässig  halten»  auf  dieselbe  in  den  folgenden  Mitthei- 
lungen aufmerksam  zu  machen. 

.»...• 

..X      . 

s«  ■        . .  ^  » 

Wenn 

X  =;  Aqo^  +  A^x*-^  f  A^x^-^  +  ....  +  An-^ix  +  An 

elae  ganze  rationale  algebraische  Function   des  ttten  Graden  vos 
X  ist»    und  man  setzt  in  derselben  y  4- «  fät  st 9   so.erhiU.pHNlf 


€rmnert:   Oeher  eM0e  S4i^ 

nach  gehöriger  Entwiekelang  der  Potenzen  von  y-f  a  für  X  offen- 
bar einen  Ausdruck  von  der  Form 

wobei  zugleich  aus  der  Natur  dieser  Entwickelung  auf  der  Stelle 
ganz  von  selbst  ersichtlich  ist,  dass  jederzeit  Aq=^  Bq  ist  Fährt 
man  nun  in  den  letzteren  Ausdruck  von  X  für  y  seinen  Werth 
X — a  ein  9  so  gelangt  man  zu  dem  folgenden  Ausdrucke  von  Xi 

X=  Äo(ar— a)«+ Ä,(a:— a)«-HÄa(a:-a)«-«+....  +  Ä-i(a:-fl)+J5r«, 

•  ■  ■  ■  '       t 

der  sich»  weil  nach  dem  Obigen  Aq'=^B^  ist,  auch  unter  der  t>*onn 


-ß«— 2  ,  V  -  B%. 


+  — r~(a:-a)  + 


-1 


Ä        V*  —  ■•/  T       A 
-^0  -«0 

/       A^ 


oder  d^r  KQrze  wegen  unter  der  Form 


X=A^[x^Q)Xx'\r  -r 

darstellen  ISsst»  wo  Xx  eine  ganze  rationale  algebraische  Function 
des  (ii-«-l)8ten  Grades  von  x  bezeichnet,  in  welcher  der  CoefB- 
oient  des  höchsten  Gliedes  offenbar  die  Einheit  ist.  Wenn  nun 
die  Function  X  so  beschaffen  ist,  dass  sie  fiir  ar=a  verschwin» 
det»  80  folgt  aus  der  vorstehenden  Gleichung,  wenn  man  in  der- 
selben a  üBr  X  setzt,   unmittelbar 

r 

—  =  0 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  diese  Grosse  natürlich  von  x 
ganz  unabhängig  ist;  und  es  ist  also  unter  der  gemachten  Vor- 
aussetzung fSr  jedes  x : 

■  ♦ 

wo  nach  dem  Obigen  Xx  eine  ganze  rationale  algebraische  Fanc- 
fion  des  (re— *l)sten  Grades  von  x  ist,  deren  höchstes  Glied  die 
Einheit  anm  Coefficienten  hat. 


wm  den  gamien  f0fitOHmien  ntgebTtaseMeH^Functianen,  M 
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Wir  wollen  nnn  annebmeD^  dass  die  Function  X  fär  jede(Q 
der  n  sSmnitlich  unter  einander  ungleichen  Werthe 

von  ac  veractiivinde«  so  ist  nach  I.  zuerst 

X=iAq{x-'  üi)  Xi , 

wo  Ai  eine  ganze  rationale  algebrafische  Function  des  (n — l)sten 
Gradesf  von  x  bezeichnet^  in  welcher  der  Coefficient  des  buch^tw 
Gliedes  die  Einheit  ist.     Weil  nun  aber  X,  und  folglieli  auch. 

fSr  den  Werth  a^  von  x  verschwindet,  (ur  die^n  Wierth  voa  0? 
4^ber  x  —  ^i  nicht. verschwindet^  weil  nach  der  Vorausstetzuogf.fii, 
und  02  ungleich  sind ,  so  muss  nothwendig  Xi  fSr  den .  W^^ 
ff«  ▼on  X  verschwinden,  und  nach  I.  ist  folglich: 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

Al=:  ^o(a:  — fli)(a: — a^  X^^ 

wo  X^  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des  (n-— 9)ten 
Grades  von  x  bezeichnet,  in  welcher  der  Coefficient  des  bucliii^t^ 
Gliedes  die  Einheit  ist.    Nun  verschwindet  X^  also  auch 


Aq  (a:  —  Ol)  (a:  —  Ca)  A,, 


'  \ 


femer  für  den  Werth  03  von  x;  ^eil  aber  nach  der >  Voraussetzung 
die  Grossen  Hi ,  a^^  a^  sämmtlich  unter  einander  ungleich  sind» 
so  tel^cfawindet  (x  —  ai)(x  —  a^)  för  den  Werth  As  von  x  tiichft,* 
und  es  muss  also  X^  für  diesen  Werth  von  x  nothwendig  ver- 
schwinden >   woraus  sich  nach  I. 

A2  =  (ar  —  Ca)  -^8  f 
also 

X=:Ao(äü  -  Ol)  (x  —  02)  (ar— fla)  ^n 

ergiebt,  wo  ^3  eine  ganze  rationale  algebraische  Function .  des 
(n — 3)ten  Grades  von  x  bezeichnet.  In  Wiefcher'  der  Coefficient 
des  höchsten  Gliedes  die  Einheit  ist.  Wie  man.aqf  diese' Art 
weitergeben  kann,  ist  klar.     Endlich  gelangt  man  zu  der.  Glticbnvg 


M  Crmti€rl:  *€€b€r  ^w^  84U§^ 

wo  2f«~i  eine  ganze  rationale  al^^raiscbe  Function  dea  laten  Gra* 
des  von  x  bezeichnet^  in  welcher  das  huchste  Glied  die  Einheit 
iain  Coefficientep  hat«    Nun  verschwindet  aber  X,  also  auch 

Aq{x  —  Ol)  {x — a^  {x  —  «3) .. ..  (a? — ««-1)  -¥«-.1 , 

auch  für  den  Werth  an  von  x\  und  da  die  Grossen  aitO^f  0^9.— 
••••  an~i9  dn  nach  der  Voraussetzung  sämmtiich  unter  einander  Uli- 
gleich  sind  9  so  verschwindet  das  Product 


r 


(o:— aj  (of  —  Ot)  (o;— «3) .,..  (j;— ««-^i) 


für  den  Werth  ein  von  x  nicht,  woraus  sich  ergiebt;  dass  JT^-x 
ffir  diesen  Werth  von  x  verschwinden  muss.  Nach  dem  Obigen 
ist  aber  Xn—i  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des 
Isten  Grades  von  x^  in  welcher  der  Coefficient  des  höchsten  Glie* 
dei^'dle' Einheit  fst,  woraus  sich  ergiebt,  dass  diese  Function, 
welche  f^  j^^On  verschwindet ,  nur  von  der  Form  x — a«  sefai 
Kahö/  so  Äass  also 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

-X'=2l0(a;— ai)(ar— OaXar— 03)  ....  (j?— ci«-.i)(ar— a«) 

ist. 

''  Hiernach  sind  wir  also  berechtigt,  den  folgenden  Satz  auszu- 
brechen : 

Wenn    die    ganze  rationale    algebraische   Function 
des  nten  Grades  von  xi 

Zis  4)a:«  +  ilja:»-^  +  i<a«*-* +  ....+ iln-ia: + 2l„ 

fQr  die  fi.sämmtlicb  unter  einander  ungleichen  Werthe 

verschwindet,  so  is^t  immer: 

III. 

Bii^ravs  ergiebt  «ich  unmittelbar  der  folgende  Satz : 

Di«    ganze    rationale    algebraische    Function    des 
ufeti  'Gra^^s   von  dr: 


9(m  den  gam%9n  raU^nmien  uigebrähekeH  Functionen.  St 

ka«ii  Böobsten«  fflr  n  ungleieiie  Wertbe  ven  a;  Ter*« 
schwinden. 

Denn  verschwände  ^  fflr  die  n  4-1  ungfeicbeii  Werthe 
von  ^,  so  wfire  nach  II. 

und  folglich,  weil  nach  der  Voraussetzung  X  auch  för  ^=:f; 
verschwindet : 

• 

wms  ungereimt  ist,  da  nach  der  Voraussetzung  keiner  der  Faeto- 

reo  des  Products  auf  der   linken  8eite  des  Gleichheitszelefietis 

▼•rsehwiodet. 

IV. 

Wenn  zwei  ganze  rationale   algebraische  Functio- 
nen des  nten   Grades  von  xi 

BqX^  +  »la:»-*  imB^x^-^  +  . . . .  +  Bn-ix  +  & 

für  mehr  als  n  ungleiche  Wert  he  von  x  gleiche  Wert  he 
erhalten,  so  sind  diese  beiden  Functionen  tdentlsch 
gleich;  d.h.  die  sämmtlichen  Coeificienten  gleich  hoher 
Potenzen  von  x  sind  in  beiden  Functionen  dieselben, 
oder  es  ist: 

Aq  s^  Bq  ,     A\  =  B\  y     A^  =  ß^ , . . . .  An-'X  ^^  B%mm,\ ,     An  — --  *»«• 
Wären  die  Gleichungen 

Aq  =  Bq  ,     Ai  =  Bi ,      A^  =  -Ojj^  •  • . .  '/In— 1  =  Bjfl  f     An  =  Bn 

nicht  sämmtlich  erfüllt,  so  wurde  in  allen  Fällen 

nach  der  Voraussetzung  eine  ganze  rationale  algebraische  Function 
▼on  X  sein,  welche  ffir  eine  ihren  Grad  übersteigende  Anzahl  un- 
gleicher Wertbe  von  x  verschwände,  was  nach  III.  ungereimt  ist. 

V. 

Zwei  ganze  rationale  algebraische  Functionen  von 
jp  sHicl  l4entisob  gleich,   wenn  sie  für   eine  lien  Grad 


SS  Crmneri:    Veber  eM§€  Sdi%€ 

•  ioer  jeden  Ob  er  steigende  Anzahl  nogieicber  We«tk0 
von  X  gleiche  Werthe  erhalten. 

Sind  die  betden  Functionen  ?on  gleich  hohem  Grade,  so  folgt 
der  8atz  nnmittelbar  aus  IV.;  sind  dieselben  dagegen  von  on* 
gleichem  Grade,  so  kann  man^  sich  die  Function  des  niedrigeren 
Grades  durch  Hinzufiigung  einiger  Glieder  mit  verschwindenden 
CoefBcienten  jederzeit  zu  einer  Function  von  gleich  hohem  Grade 
mit  der  Function  des  höheren  Grades  ergänzt  denken,  und  hat 
dann  wieder  den  ersten  Fall. 

Anmerkung.  Freilich  würde  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen die  Function  des  höheren  Grades  eigentich  immer  nur 
scheinbar  von  einem  so  hohen  Grade  sein,  da  ja  eben  derSati 
aussagt,. dass  sie  mit  der  Function  des  niedrigem  Grades  ideo« 
tisch  ist,  also  nothwendig  einige  ihrer  Anfangsglieder  verschwin- 
den müssen. 


•    VI. 

Wenn  zwei  ganze  rationale  algebraische  Funetio 
nen  zweier  veränderlicher  CTrossen  x,  y,  die  im  Allge- 
meinen  von  der  Form 

0  0,0^  0  o 

40^-«  +  A^ix^-^  +  4«jr»-*  +  ....  +  An^lX  +  An 

+  Jt^o«»  +  iidr»-»  +  Jla.T«-a  +  ....+  i«-iar  +  Jr«)y 

+  (io^r»  +  Aio^-^  +  iaar«-a  +  ....  +  An^ix  +  i«)y» 

u.    s.     w. 

m  m  tn  mm 


+  (^0^«  +  Axx^-^  +  A^^-^  f  . .   -I  An^lX  ^  /l,)y« 


und. 


B^-\-BiX^'-^  +  i?2X"-*  +  ....  +  i&n-ia:  +  &n 

n.    s.    w. 

+  (Boof  +  i,a:»-»  +  jB,a:»-«  + . . . .  +  Bn~ix + Bn)ym 
fin.d»    für   eine   n    übersteigende    Anzahl .  us^glsi^ber 


\ 
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Wertb«  voo  rr,  und  für  eine  9ii(ll)erbteigen(fe  Anzahl 
ungleröber  Wertbe  von  y\  wie  man  äueb  di^se  Wertbe 
Toh  X  und  y  nuter  einander  combiniren  mag,  gleiche 
Wertbe  erhalten;  so  sind  die  beiden  Functionen  jeder- 
zeit einander  identiseli  gleich. 
« 

Wenn 

«1»      flf>      «S»      ^4»      «6»  ••'••5 

I 

Ol,      62  »      03»       O4»      65  ,  •  .  .  . 

respective  die  Werthe  von  x^  y  sind,  fiir  wejcbe  die  beiden 
Functionen  gleiche  Werthe  erhalten,  so  kann  man  sich  zuerst  für 
X  den  Werth  a^,  für  y  alle  Werthe  6|,  629  63,  64,  65,....;  dann 
f8r  X  den  Werth  Hj,  fflr  y  alle  Werthe  ^i,  b^*  Äs,  ^4,  Ä5,....; 
für  X  ferner  den  Werth  03,  für  y  alle  Werthe  6|,  ^2*  ^s»  ^4» 
65,....;  u.  s.  f.  gesetzt  denken,  und  schliesst  dann  aus  IV.  un- 
mittelbar, dass  die  CoeflQcienten  gleich  hoher  Potenzen  von  y  m 
den  beiden  obigen  Functionen  sämmtllcb  gleiche  Werthe  erhalten, 
wenn  man  für  x  die  Werthe  Oi,  a^,  q^,  a^,  Os»-...  setzt,  woraus 
dann  ferner  wiederum  nach  IV.  folgt,  dass 

000000  ®Ä 

Afn^^.ßQi     ^1==^^»     A^^ß^f  "»»f  An  =  ßn9 

1  11         **A  *A 

Aq  =  ß^ ,     Ai  =  -Oj  ,     if 2  =  ^2 »  •  •  •  • »  <"n  =  Bn ; 

^ 

u.    s.    w. 

fnmfnmmm  mm 

^0  =  Oq,      ^i  =  0|  ,      ^2  "^  ^2 »  •  •  •  • »  -"n  =  ßn 

ist,  die  beiden  Functionen  also  identisch  gleich  sind,  wie  be- 
wiesen werden  sollte. 

Wenn  also  etwa  die  beiden  obigen  Functionen  für 
alle  positiven  ganzen  Werthe  veno?  und  ^gleiche  Wertbe 
erhalten,  so  sind  sie  identisch  gleich,  und  erhalten 
also  gleiche  Werthe,  was  man  auch  für  Werthe  den 
Grossen  x  und  ^beilegen  mag. 

Auch  wenn  die  beiden  obigen  Functionen  nur  fur< 
alle  positiven  ganzen  Werthe  von  x,  y,  w^Iebe  gros- 
ser sind  als  eine  gewisse  endliche  positive  Grosse, 
gleiche  Werthe  erhalten,  sind  ^ie  identisch  gleich, 
und  erhalten  also  gleiche  Werthe,  was  man  auch  für 
.    Werthe  den  Grusssen  x  und  1/  beilegen  mag. 

Iheil  XXXI.  3 
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Aom«rkttDg.  Die  keiner  Sehfrierigktit  onteriiegende  Erwei- 
terung des  obigen  Satzee  auf  ganze  rationale  algebraiaebe  Func- 
tionen mit  mehr  al«  swei  veräoderlieben  Groeaen  kann  bier  füglich 
dem  Leaer  ül^rlaaaen  werden. 

Ein  lehrreiches  Beispiel  fär  die  Anwendung  der  vorhergehen- 
den Sätze  liefern  die  folgenden  Betrachtungen. 

Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  ffir  positive  ganze  Expo- 
nenten Ist,  wenn  X  und  fi  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen»  wie 
in  den  Elementen  gelehrt  wird: 

Weil  ab^r  bekanntlich  die  Binoroial  -  Goefficienten 

W^+i ,    (A);i+a ,    (A)Hs  *    (^)H4  »••••» 

(f*)iu4J^»    (^W«»    (f*)i"-H»    {f*W4,.... 

sämmtlich  verschwinden,  so  kann  man  diesen  Reihen  immer  respec- 
tive  eine  beliebige  Anzahl  der  Glieder 

(X)Hia?Hi,     (A)A+aa:Ha.    a)A+3S^+»,     Q)}.-\-^x^^ , . . . . ; 
(^)f,^ixt^^,  (f*Waari"+*,    (fi)/i+aa:»"+»,    (fiW4«i"+*,.... 

beifögen,  ohne  die  Richtigkeit  der  obigen  Gleichungen  im  Gering- 
sten zu  stCren,  und  fibersieht  nun  auf  der  Stelle,  dass  man  sich 
immer  so  viele  dieser  Glieder  noch  beigefügt  denken  kann,  dass, 
wenn  man  das  Product 

(l+;r)^(l+a:)/* 

bildet,  darin  ftir  jedes  positive  ganze  k  das  Glied 

tW*  +  (A)it-i(fi),+a)*_2(fi)a+....  +  WiOi.)*-i  +  (f*)*}^ 

wirklich  vorkommt»  oder  dass  man  immer  die  für  jedes  x  beste* 
hende  Gleichung 

(1  +  o:)^  (1  +  a:)A* 
=    1 

U.      8.      W. 

+  {(l)*+(A)t-i  (<«),  +{i)»-«(/«),+ . .. .  +(i),  (h)*-i  +  W*i** 

+ 


9on  am  fiOHMm  raikmulen  algeäriUicIUn  PunOfmun»  S5 

hat,    wo,    wie  gesagt,   ^  jede  poeitive  fpuize  Zahl  bezeicIineD 
kann. 

N^^h'  dem  'binomischen  Lehrsätze  f&r  positive  ganze  Expo- 
nenten M  ferner  för  jedes  x: 

Weil  aber  die  Binomial  -  CoeilGcienten 

ß  +  i*)A+A«+l »      (^  +  f*)A+/u+«,     (A  +  f*);i+iU+B »  •  •    • 

säromtlich  verschwinden,  so  kann  man  auch  setzen: 

(l+a:)^/'  =  l  +  (X+f*)i;r+a+fi)^a+a+^)8a:3+....  +  a+fi)w:*^ 

wo  wieder  k  jede  positive  ganze  Zahl  bezeichnen  kann. 
Nan  ist  aber  fHr  jedes  x  bekanntKcb 

(1  +  ar)A+iu  =  (l  +  x)^  (1  +  a^)^ 

und  man  hat  also  nach   dem   Vorhergehenden    die   für  jedes  x 
geltende  Gleichung: 

+  !Wi+(fi)i)a: 

+l^i3)+a)2(^)i+WiO*)»+(/*)si^» 

vi»        S«        Vr» 

+  KA)t  +  W*-i(f»)i+a)t-«(fi),  + ....+  (*),0*)»-i  +  (p)tl:r* 


also  ist  nach  den  in  IV.  und  V.  bewiesenen  Sätzen,    da  diese 
Gleicbni^  für  jedes  x  gilt: 

U.      8.      W. 

(i+^)»=s(A)fc+(i)*_i(^)»  +  (i)»-«(^),  + ....  +  a),(f.)t-i  +  (rt*. 

U.      8.      W. 

WO  X,  fi,  k  alle  positiven  ganzen  Zahlen  sein  können. 


y" 


S6    Grüner i:  Ceö)  eMgeSät%i r.  den  9an%.  raUmidh nlfebr.  tunei. 
iSetseii  Vrir  nnn  aber  in  der  Gleichang 

(H.^)t=(A)ib+a)ib-i(f*)i+w*-«(ft)a+....+(4(^^^ 

fiir  alle  Binomial-CoefBcienten  ihre  entwickelten  Wertbe,  s# 
nimmt   diese   Gleichung  die  folgende   Gestalt  an : 

""  J....Ar  +  l....(ife— l)  1 

+  l....(it— 2)  '      1.2 

"*"  l....(Ä— 3)  1.2.3 

U.      8.       W. 

+  1*        i....(;t-i) 

'  ■  -  . 

*•   <     ■  ,  • 

fi(|[i  — 1)  ....  (fi— Ä:-t-l) 

X    »  »  m  »   K 

I 

und  man  übersieht  auf  der  Stelle,  dass  die  Grossen  auf  den  bei- 
den Seiten  des  Gleichheitszeichens  in  dieser  Gleichung,  wenn 
man  A  und  fi  als  veränderliche  Grossen  betrachtet,  unter  der  Form 
der  in  VI.  mit  einander  verglichenen  Functionen  von  x  und  y  ent- 
halten sind^  oder  wenigstens  nach  gehöriger  Entwickelung  immer 
auf  diese  Form  gebracht  werden  können.  Also  .gilt  die  obige 
Gleichung  nach  VI.,  weil  sie  für  alle  positiven  ganzen  Werthe 
von  X  und  fi  gilt»  für  alle  ganz  beliebigen  Werthe  von  X  und  fi, 
und  es  ist  daher  für  jedes  A  und  ft,  und  für  jedes  positive  ganze  ki 

(A  +  fi)*  =  W*+(A)t-.i(fi)i  +  a)*-2(f*)«+..  ..  +  (A)i  (^)*-i+<^)ft.  ^^t 

Die  Bedeutung  dieser  für  jedes  X  und  jn  gültigen  Gleichang  ^> 
für  den  Beweis  des  allgemeinen  binomische^  Lehrsatzes  ist  be- 
kannt genug  und  braucht  daher  hier  nicht  weiter  erläutert  zu  werden. 

Es  kam  hier  bloss  darauf  an,  zu  zeigen,  wie  mittelst  der  im 
Obigen  bewiesenen  Sätze  von  den  ganzen  rationalen  algebraischen 
Functionen  oft  Sätze,   die  (ur's  Erste  bloss  unter  gewissen  Ein« 


*)  Einen  allgemeinen  Beweis  dieser  sehr  wichtigen  Gieichii^ng  dar  eh 
Rechnung  s.  m.  x.  B.  in  meinem  Adfsatze  Tbl.  I.  Nr.  X. 
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schifäDkaDgeii  oder  unter  Voraussetzang  der  ErC&llang  gewisser 
besonderer  Bedingiingeq  bewieseq  worden  sind,  oft  ohne  Weite- 
res so  völliger  Allgemeinheit  erhoben  werden  können,  was  zur 
Vereinfacbong  der  analytischen  Betrachtungen  nicht  selten  wesent- 
lich beiträgt  und  d^r  Abkürzung  des  Vortrags  forderlich  ist. 


III- 

Stereometrische    Sätze   entsprechend   den   planimetri- 
sehen  Sätzen  oder  harmonische  und  anharmonische  Pro- 
portionen. 

Von 

<  

Herrn  Professor  Dr.  Heis 

zu    Münster. 


^  1.  Fünf  nicht  In  einer  Ebene  liegende  Strahlen  mögen  die 
beliebigen  ^Ebenen  (Taf.  11.  Fig.  1.)  ABCD  und  abcd  in  den  Punk- 
ten A9  B,  Ct  Dy  E  und  a,  b,  c,  d,  e  treffen.  Verbindet  man 
den  Punkt '£  mit  den  Eckpunkten  des  Vierecks  ABCD  und  e  mit 
d«n  Eckpunkten  des  Vierecks  abcd,  so  ist: 

A  AED.  A  BEC  _  A  aed.  A  bec 
£iAEB,\DEC^  >iaeb.^dec' 


A^ED.ABEC _ Pyr.  SAED. Pyr.  SBEC 
AAEB. ^DEC^ Pyr,  SAEB. Pyr.  SDEC 


A oed .  A  bec  ^^  Pyr.  Saeil, Pyr,  Sbec 
^ßebTxd^c       Pyr.  S«e6.  Pyr.  SiUc' 
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Nach  ehietii  tefScM  geometrbcii  zu  bei^-elsenden  Sätzii,  ,;d!i88 
zwei  dreisettSge  Pyramidett,  welche  einen  gl^lchdo  KCfper^liiKel 
haben,  aicik  flem  Inbstite  nath  wie  die  Prdducte*  ans  U^t^  an'd'eii 
gleichen  KOrpertrinkelb  zusamraenstosaenden  Kanten  verhaifen**«  i^t:, 

Pyr.  SAED  _  SAj^SD.  SE 

Pyr.  Saed  Sa.Se.Sd 

« 

Pyr.  Söec  Sö.Se.Sc  ' 

Pxr.SAEB       SA.SE.SB 

ml  ,  ,       ^^^ 

Pyr.  Saeb    ""    Sa,Se,Sö 

.  Pyr, ^ DEC  _  SD.  SE.SC 
V\r.  Silec  Sd.Se.Sc 

Hieraus  ergiebt  sich  leicht  nach  gehöriger  Reduction: 

Pyr.  SAED.Pyr.  SBEC\  Pyr.  Saed.Pyr.  Sbec         . 
Pyr.  SAEB.Py^,  SDE&  Pyr.  Saeb  .Pyi,  Sdec"^  *'** 


somit : 


^AED.\BEC  _  ^aed.^bec 
^AEB.S^DEC^  ^aeb.^dec 

Leicht  lässt  sich  einsehen ,  dass  wenn  an  die  Stelle  des  Vier- 
eclcs  ein  2itEck  tritt,  und  sowohl  durch  Eckpunicte  des  2nEckv, 
als  durch  einen  beliebigen,  in  der  Ebene  des  2nEcks  liegenden 
Punkt  2n-f  ]  Strahlen  gelegt  werden,  dass  alsdann  fQr  beliebige, 
die  Strahlen  durchschneidende  Ebenen  das  Product  der  abwech- 
selnd liegenden  n  Dreiecke  des  2nEcks,  dlvidirt  dbrcH  das  Pro-' 
duct  der  übrigen  Dreiecke,  constant  ist. 

2.  SABC  (Taf.  II.  Fig.  2.)  sei  eine  beliebige  Pyramide,  lo  die 
Grundfläche  sei  ein  Dreieck  DEF  eingeschrieben;  nach  D,  £,  F 
seien  die  Strahlen  SD,  SE,  SF  gesogen  utid  sämmtliche  sechs 
Strahlen  durch  eine  zweite  beliebige  Ebene  geschnitten,  welche 
dieselben  in  den  Punkten  a,  b,  e,  d,  e^  f  treffen  möge;  als* 
dann  ist: 

A  ADF,\BED.\FEC      \adf.^bec.\fec 
J^  ABC. (^  DEF)*      ^     ^al^.i^dep* 


oder  kmmaniseke  umi  4MAarmoMlscAe  Fr^poritmiem,  SO 

Es  ist  al«o  das  Prodact  der  äassern  Dreiecke,  dividirt  durch  das 
ganze  Dreieck  multiplicirt  mit  dem  Quadrate  des  inuerD  Dreiecks 
eoBstant    Der  Beweis  ergiebt  sich  leicht  oach  obiger  Anleitung. 

Der  folgende  Satz  ergiebt  sich  ebenfalls  ganz  leicht:  .»Ist 
dem  Dreiecke  abc  (Taf.  II.  Fig.  3.)  ein  anderes  bdf  eingeschrieben, 
diesem  ein  drittes  gki,  zieht  man  alsdann  durch  die  Eckpunkte 
der  einzelnen  Dreiecke  die  neun  Strahlen,  durchschneidet  diesel- 
beb durch  eine  beliebige  Ebene  und  construirt  die  den  gegebenen 
Dreiecken  entsprechenden  Dreiecke,  so  ist  der  Quotient 

^  abf,  ^  bcd .  A  ^fd .  (^ghi)* 
^  bgh .  A  gif.  ^  dhi .  ^  ace .  /S^  bfd 

fär  alle  entsprechenden  Dreiecke  constanf 

Dieser  Satz  tässt  sich  noch  erweitern.  Zu  bemerken  ist,  dass 
wenn  man  in  obigen  Quotienten  die  Buchstaben  a,  6,  c  u.  s.  w.» 
welche  zur  Bezeichnung  der  Ecken  der  Dreiecke  dienen,  als  Zah- 
len betrachtet,  n^/*  u.  s.  w.  als  Producte,  dieser  Quotient  =  1  wird. 
Auf  diesen  Umstand  achtend,  wird  man  leicht  auch  ffir  zusam- 
mengesetztere Figuren  die  constanten  Quotienten  aufstellen  koDBen. 


BSrweiterung  der  Sätze  über  harmonische  und  anharmo- 

niscbe  Proportionen. 

Von 

Herrn    Professor   Dr.    Ueis 

zu    Munster. 


Zwei  beliebige  gerade  Linien  BG  und  bg  (Taf.  li.  Fig.  4.) 
mögen  von  sechs,  von  A  ausgehenden  Strahlen  in  den  Punkten 
Bf  C,  D»  Ey  F,  Cr;   6,  c,  d,  e,  f,  g  getroffen  werden.    Die  auf 
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einander  folgendeii  Winkel  der  Strahlen  seien  a,  /?,  y»  j,  £.    Als« 
dann  ist:   •         •  .  ,. 


DC.DE.FG  _  ^ABC.^ADE.^ÄFG 
CD.EF.BG  -^/^ACD.^AEF.^AßG 


'  i  •  ■  I 


iAB.)iCr»^i^cc.\AD.AE.siny.lAF.AG^s\ne 

.""  iAC. AD, sinß.iAE.AF. sind. iAG.~Äß.s\a(a  +  ßi^y-^ö-tt) 


t ' . 


8ina.siny.8ine 


sin  jS.  sind,  sin  (o-fj$  +  y  +  ^  +  f)* 
Es  folgt  also  hieraus,  dass 


BC.DE.FG  _  bc.de. fg 
CD.EF.BG  '^  cd.ef.bg" 


so  wie 


A  ABC. ii ADE .  A  AFG  _  i^abc.ü^ade.^afg 
;.  ^CDA.i:^EFA.is.BGA  ""  ^cda. Xefa.^^hga 

Ist  also: 

BDEC.FG=CG.DF.EF, 

so  ist  auch 

bd.ec.fg  =  cg.  df.  eb. 

Leicht  "ist   einzusehen ,    dass   der  Satz    auch   für  8,  10  u.  s.  w. 
Strahlen  gelte. 

Werden  also  2n  Strahlen  von  zwei  beliebigen  Geraden  geschnit- 
ten» so  ist  "das  Product  der  n  abwechselnd  liegenden  Stücke  der 
Linien  dividirt  durch  das  Product  der  übrigen  n  —  1  abwechselnd 
liegenden  Stücke  und  der  ganzen  Linie  constant. 

Für  fünf  Strahlen,  welche  zwei  beliebige  Linien  in  den 
Punkten  BCDEF,  bcdef  treften ,  findet,  wie  sich  leicht  beweisen 
lässt,  folgender  Satz  Statt: 

BC.DE.FD      bc.de.fd 
CD.EF.DB"  cd.ef.db' 

Ein  ähnlirher  Satz  lässt  sich  für  7  überhaupt  27<  —  ]  Strahlen 
aufstellen. 


äeU:    S4i%e  üder  das  irreguläre  Tetraeder. 
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V, 


'  h;    J>f 
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Sätae  über  das  irreguläre  Tetraeder  *). 

Von 

Herr«  Professor  Dr.  He^ia  t 

XU    Münster* 

, .  . ,   ■  .      .  .•  I.  ■■• 


1.  Satz.  Stehen  in  .einem  beliebigen  Tetraeder  zwei  Paar 
gegenüberstehender  Kanten  auf  einander  senkrecht,  so  stehtauch 
das  dritte  Paar  gegenüberstehender  Kanten  auf  einander  senkrecht. 

Beweis.  lE.s  t^^i  ABl DC,  ACJ  BD.  (Taf.  U.  Fig.  5.)  Um 
zu  beiveisen,  dass  AD~Y BC  sex,  falle  man  von  A  und  B  au(  DC 
und  von  A  und  C  auf  BD  Senkrechte.  Aus  der  Eigenschaft^ 
dsLSS  ' AB T De y  ergibt  sich,  dass  die  ersteren  Senkrechten  in 
einem  Punkte  E  der  Linie  DC  zusammentreffen,  und  ebenso 
ergibt  sich,  dass  die  andern  Senkrechten  in  einem  Punkte'  G  aat'* 
der  Linie  J^Z)  zusamroenstossen.  Verbindet  man  A  mit.  dem 
Durchschnitte  O  der  Linien  BE,  CG,  so  ist^O  der  Durchschnitt 
der  beiden  auf  ß^C  senkrecht  stehenden  Ebenen  ^CrCund  AEß, 
mitbin  steht  AO  auf  der*  Ebene  JBDC  senkrecht.  Verlängert 
man  nun  noch  die  Liui ^Z>0  bis  zum  Durchschnitte  JB  mit  BC, 
,8o  ist,,  da  DHJBC^  auch  AHJBC.  Die  Linie  ÄC  steht  also 
auf  der  Ebene  des  Dreiecks  ADU  senkrecht,    somit   BCfÄD, 

2.  Satz.  ^Stehen  in  einem  Tetraeder  ^ßCZ)  zwei  gegenüber- 
stehende Kanten  auf  einander  senkrecht,  so  schneiden  sich  jedes- 
mal di^  von  den  beiden  Endpunkten  einer  der  Kanten  auf  die  gegen- 
überstehenden Seitenflächen  gefällten  Senkrechten  in  einem  Punkte.* 


*)  Au9    ^er   in  Kürze  .  crMcheincnden    „Stereometrie    von    HeiB 
und   Knohweiler.'^ 
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VI. 

Zar  Integration  der  linearen  Differentialgleichung 

Von 

Herrn  Doctor  A.  Weiler^ 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  höheren   Bürgerschule  so    Mann  hei 


Im  dreissigsten  Theile  dieses  Journals  (S.  335.)  hat 
Herr  Spitzer  das  allgemeine  Int^ral  der  linearen  Differential- 
gleichung 

Hin  -- —  SS  Sf^  "? — 

dV^  dx^ 

m 

entwickelt.    Dies  Integral  «zeigt  sich  in  der  Form 

>2  „„m 


wo  ft  aus  der  Gleichung  fi'":!:!  zu  bestimmen  ist.  Ich  möchte 
hier  ein  andere»-  Verfahren  in  Erinnerung  bringen ^  was  vielleicht 
noch  schneller  die  angegebene  Integralform  liefert  und  doch  auch 
in  unzähligen  anderen  Fällen  eine  Anwendung  zulässt,  wo  der 
von  Herrn  Spitzer  eingeschlagene  Weg  nicht  mehr  zum  Ziele 
ffihren  wfirde. 

Ich   setze  zunächst  2  =  a;*>*~~^ .  z^ ,    wo  zi   eine  Function  von  t 

—  1 

und  Xi  =  —  sein  soll.    Daraus  findet  man : 


<•  *  .  m\ 


am  -- —  ^s  ^/am        ■.  ^ 

+  (m— IXm— 2)  (m— 3)ar"-*z,, 
und,    wenn   man  so  fortfährt,   endlich  auch: 

d«2  ,  d"»2i 


=  jr-m-l 


Die  angegebene  Transformation  verwandelt  demnach  die  vorlie- 
gende lineare  Differentialgleichung  in  eine  andere,  deren  Coeffi- 
zienten  beständig  sind.    Man  erhält  nämliche 

dt^        dxi^ 

Das  Polynom'  a"*^  — oti'^  —  O  lässt  sich  In  m  ^verschiedene 
Faktoren  von  der  Form  a^t — Xi  zerlegen.  Daraus  folgt  bekannt- 
lich, dass  man,  um  die  transformirte  Gleichung  zu  integriren,  die 
Summe  aller  Integrale  zu  nehmen  habe,  welche  der  linearen  Dif- 
ferentialgleichung der  ersten  Ordnung:      t 

dzi  _  dzi 
^  dt       dxi 

entsprechen,  wenn  die  m  Wurzeln  der  Gleichung  jia"*=^1  naeV 
und  nach  an  die  Stelle  von  ft  treten.    Als  Integral  bat  müta  hier: 


Zi=z(p(t-{'apkXi)   oder  x=:a:""-*.9(< ^, 


und  80  gelängt  man  dann  wieder  zu  der  obigen  Integrallbrm : 

■  I  ■        •  ■  • 

■ 
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VII. 

Ueber  eine  geometrische  Aufgabe. 

Von 

Herrn  Doctor  Paul  Es  eher  ^ 

Privatdocenten  der  Mathematik  am   schweixeriscIieD  Polytedinilriini 

zu   Zürich. 


A  u  f  g  a  b  fi. 

Durch  eine  Ecke  C  eines  gegebeneir  Dreiecks  ABC 
(Taf.II.  Fig.  8.)  eine  Gerade  so  zu  legen,  dass  die  auf 
si^  vpji  den  beiden  andern  Ecken  A  and  B  gefälltei» 
Perpendikel  mit  ihr  und  mit  den  in  der  ersten  Ecke 
zosammenstossenden  Seiten  AC  und  BC  bezfebungs-' 
weise  gleichgrosse  Dreiecke  einschliessen. 

Vorbemerkung.  Im  Februarhefte  1898  der  „Nonveil«» 
annales  de  matheniatiques'^  findet  sich  diese  Aufgabe  mtl 
der  folgenden,  von  Herrn  Legrandais  aufgestellten  Lösung; 

,,Man  ziehe  in  die  Mitte  D  der  Seite  AB  die  Transversale 
CD,  mache  DE=iDF=:DC  und  ziehe  ^ndüeh  CE  und  CF,  so 
stellt  jefie  der  beiden  letzteren  Linien  eine  Lage  der  gesuchteii 
Geraden  vor.** 

Diese  Losung,  welche  in  dem  Fall,  wo  der  Winkel  ACB  ein 
rechter  ist,  kein  eigentliches  Resultat  liefert,  fuhrt  sonst  itor 
auf  zwei  der  gesuchten  Geraden  entsprechende  Linien,  und  zwar 
auf  zwei,  die  aufeinander  senkrecht  stehen,  und  die  beide  zu- 
gleich ausserhalb  oder  innerhalb  des  Winkels  ACB  fallen,  je 
nachdem  |etzte#er  leia  spitzer  oder  stompfer  ist. 

Dass  ausser  den  so  gefundenen  Geraden  aber  noch  zwei  der 
Aufgabe  entsprechende  existlren  können,    welche  auch  senkrecht 
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AC^:  BC^^AC^i  CJ^=lACi  CK=^ACiCL 

=B\B^ALC:8mj^CAL—8m^NDE:8WjsLADN 
=  sin  2/3:  sin  2o; 

folglich  ist 

i4C«.8in2a=  ÄC«.sin2/3, 
also  aocb 


oder 


i^C«.  sin  2«  =  JÄC«.8in2/3 

^ACN=^BCV, 

w.  z.  b,  w. 


IL  um  zu  zeigen,  dass  die  Linie  PT  die  In  unserer  Auf- 
gabe aosgedrOckte  Eigenschaft  besitzt,  ziehen  wir  ferner  AP  und 
machen  BX  parallel  zu  AP,  wodurch  wir  die  rechtwinkligen  Drei- 
ecke ACP  und  BCX  erhalten,  deren  bei  C  liegende  Winkel  wir 
darch  y  und  6  bezeichnen  wollen.    Alsdann  verhält  sich  wiederum : 

JC^iBC*=AC^:C\n=  AC:CK=AC:CM 

^sm^AMCisin^CAM^sin^PDEiainj^ADP") 
=  sin2d:8in2y, 

folglich  ist 

^C«.sin2y=  ÄC«.sin2d, 
also  auch 


oder 


J  JC«.sin2yc=  ii?C«.sitt2d 


^ACP=C^BCX. 


*III.  und  IV.  •  Dass  endlich  OiS  und  VQ  zwei  unserer  gesnch- 
teti  Geraden  entsprechende  Lhtien  sind,  kCnnen'  wir  e>itn*edet 
ähnlich  den  in  Nr.  L  und  II.  geführten  Beweisen  darthuir  öder  Ein- 
facher dadurch  9  dass  wir  uns  auf  diese  bereits  geführten  Beweise 
etfitzen.  , 

Ziehen  wir  nämlich  die  Geraden  AO  und  AQ  und  diesen  paral« 
lel  die  Linien  BW  und  i?F,  so  sind  die  dadurch  entstehenden 
rechtwinkligen  Dreiecke  ACO  und  BCW  einander  gleich,  weil 
sie  beziehungsweise  deii  nach  Nr.  l,  einander  gleichen  Dreiecken 
ACN  und  BCV  congruent  sind.    Ebenso  sind  die  weiter  dadurch 


*)  E«  ist  nämlich  sin  ^/»/?j?-=  sin  ^4.f/r/ weil  ^PÜE+AMCszieO'', 
Theil  XXm.  4 
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•ntfltehenden  rechtwinkligen  Dreiecke  ACQ  und  BCT  einander 
gleich»  weil  sie  beziehnngsweise  den  nach  Nr.  II.  einander  giei* 
eben  Preiecken  ACP  und  BCX  congnient  sind. 


VIII. 

Berichtigungen« 

Von 
Herrn  Professor  Stephan  von  Rrusper 

%n  Ofen. 


1.  Im  248ten  Theile  dieses  Archivs  hat  Herr  Professor 
Breymann  ein  Verfahren  bekannt  gemacht,  die  Lage  eines 
Punktes  auf  dem  Felde  gegen  zwei  andere  gegebene,  aber  unzn* 
gfingiiche  Punkte  zu  bestimmen.  Der  Verfasser  bewebt  zuförderst 
folgende  zwei  Sätze: 

1)  Wenn  man  in  einem  A  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  eine  Trans- 
versale DE  zieht,  nicht  parallel  zu  AB,  dann  die  Linie  DE  hal- 
Urt  In  F,  und  die  Linien  AE,  DB  und  CF  zieht»  so  sebneideo 
sieh  diese  nicht  in  einem  Punkte. 

2)  Wenn  man  in  einem  A  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  2.)  eine  Trans- 
versale DE  zieht,  parallel  zu  AB,  die  Linie  DE  halbirt  in'F, 
«■d  die  Linien  AE,  BD  und  CF  zieht,  so  schneiden  sieh  diese 
in  einem  einzigen  Punkte. 

Dann  macht  der  Verfasser  von  diesen  Sätzen  für  die  Auf«' 
nähme  mit  dem  Messtische  folgende  Anwendung: 

Wenn  AB  irgend  eine  unzugängliche  Linie«  auf  dem  Felde, 
DE  das  verjüngte  Bild  derselben  auf  dem  Messtische  und  C  irgend 
einen  Punkt  auf  dem  Felde  bedeutet,  dessen  Position  auf  dem 
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und  CE  gegen  Cß  sehr  klein ,  fol^lieb  wird  DB  mit  •  CB^  und 
EA  mit  CA  nahe  parallel,  nnd  CZ>0£  yon  einem  Parallelogramme 
sehr  wenig  verschieden;  dehinach  geht  die  Linie  CF  verlängert 
•ehr  nahe  bei  O  vorbei,  und  das  Fehlerdreieck  wird  sehr  kleine 
selbst  dann,  wenn  der  Winkel  zwischen  DE  und  AB  viele  Grade 
beträgt.  Ist  die  Verjüngung  so  gross ,  wie  man  sie  Jn  der  Praxis 
gewöhnlich  anwendet,  so  schrumpft  das  Fehlerdreieck.  woHemi» 
zu  einem  Punkte  zusammen;  folglich  ist  es  durchaus > nicht  geei|;* 
net,  den  Fehler  in  der  Orientirung  des  Messtisches  zu  erkeuDen 
zu  geben. 

Um  die  Wahrheit  dieser  Behauptung  zu  beweisen,  wollen  wir 
aus  O  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  auf  die  verlängerte  CFein  Loth  OP  ziehen 
und  die  Länge  desselben  berechnen.  Es  seien  a,  b,  c,  A,  Bf  C 
Seiten  und  Winkel  des  C^ABC,  ebenso  a',  6',  c',  A' ,  B\  O 
die  gleich  liegenden  Bestandtheile  des  A  CDE,  wobei  zu  bemer- 
ken ist,  dass  C  in  beiden  Dreiecken  gemeinschaftlich  ist;  ausser- 
dem  seien  z,  a,  /?,  m,  n,  u,  v  die  in  der  Zeichnung  bezeichaeT 
ten  Winkel,  endlich  DO=M,  CO  =  r,  und  wenn  DÖ'\]C^ 
gemacht  wird,   CO'^^r',  so  hat  man  aus  dem  ^ABC: 

SmA       .      .  SinB         '         V'    . 

femer  ist 

A'  =  A  +  z,    ^  =  B-«, 

und  aus  dem  /\  CDE : 

,  Sin  A'  ,  Sin  B' , 

"  "~^8inO'    ^  "^^   SinC  ' 

ferner  jst  aus  dem  ^ACE  und  /^BCDi 

a'SmC  ^         b'SmC 

*S«~^— a'CosC    *^'^"~a-6'Co8C' 

dann  ist    ' 

m^zA'  —  a^    n'=iB' — /3, 

■ 

und  aus  dem  ^DEO: 

_  -       ,      Sin  m 

3m(wi  +  w)  .,     r 

ferner  ist  aus  dem  ^CD^  und  ^CDO': 


<  ■•      ■  • ,    "  - 


••»   ■■  ■(. 


•jlfSin(^^  +  w)  a'  Sin  C  _MSiu(A'+h) 
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endlidi  ais  fleoi  ^COP: 

OP  =  rSin(M— ©). 

Darcb'  diese  Reihe  von  GleichuDgen  kann  OP  für  beNebige 
Werthe  von  A,  B,  c,  c' ,  z,  welche  nach  der  Natur  der  Sache 
innerhalb  gewisser  Grenzen  willkuhrlich  gewählt  werden  können, 
stets  berechnet  werden.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  c'  gegen 
e  sehr  klein  ist,  kann  man  anstatt  dieser  ganz  str^ngeff  Aus- 
drücke Näherttngsformeln  einführen,  welche  unbeschadet  der  Ge- 
nauigkeit des  Resultates  eine  grossere  Uebersicht  gewähren.  Man 
erhält  Dämlich  mit  hinreichender  Genauigkeit: 

o  ^      a 

Sin(^^— tt)         ,    Sin  A' '-' aCos  A' 
^"^^  Siri(C+a+j5)"^^  SinC+(a  +  |S)Co/C 

_   ,Sin^       l~ttCotg^^ 
~^^  SinC'l  +  (a+l3)CotgC* 

und  wenn  man  die  Division  verrichtet  und  bei  der  ersten  Potenz 
von  a  und  ß  stehen  bleibt,  wird  nach  einer  leichten  Reduktion : 

^=«  t^-«SinJ'SinC-^Si.rc5- 

Ferner  ist 

J^S\u(C+ß)  g^SinC' 

tgM-tgt?-jr:p^yC^C+/3)'^6'  +  a'CosC 

_  M(b'+a' Co9 C)  (Sin  C+ßCos  C) -  a' S\üC(b'+MCo8C-3IßS\nC) 
~  (6'  +  ilfCos(C+j5))(6'  +  a'CosC) 

Ma'ß+Mb'ßCoaC+(M'-a')b'S\nC 
—     (b'  +  MCos(C+ß))ib'+a'CosC)     ' 

Setzt  man  im  Zähler  dieses  Ausdruckes  anstatt  M  den  oben  ge- 
fundenen Werth,  behält  aber  in  der  Entwickelung  nur  die  erste 
Potenz , von  et  und  ß  bei,  so  ergibt  sich  nach  einer  leichten  Re- 
duktion: 

tg«— tjressr^^,  +  ^  Cos  (C  +  /?))  (6'  +  «'  Cos  C) " 
Berücksichtigt  man  ferner,  dass  aus  dem  ^  CZ>£  —  s^""!/"  ^^  ^ 
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ittt,  ferner  aus  dem  A  CDO  und  CDO* ....  TlüQBU=t^^]H€^C^ph 

r'Co8r=6'-(-a'^o8  6\   und    setzt  anstatt  tgtc — tgo  das  gleiche 

. ^ ^^  ergibt  sich  nach  einer  leichten  Reduktien:    . 

Sin(ii— ij)= ~y- — , 

und  hieraus 

rSin(n~r)  =^-2 — ^-=  OP. 

Substituirt  man  in  dieser  Formel  anstatt  a,  ß,  r'  Hire  Werllie, 
so  wird 

n'b' S\n  C{a'b—b'a) 


OP= 


ab  Vaf*  +  b'*  +  2a'6'  Co«  C 


_      c^'Sin  ^'  SJB  B'  (Sin  ^'  Sin  B— Sin  iB*  Si»'^) 
cSin^SinAVSiB^'s+SinJS'H'iSin^'SrnirCosC' 

E«  ut  kiier  , 

Sia^'SiaA-Sinfi'Sinil=Sin(.4+z)SiaA-Siii(£-t)Siii/lt=$iQCSUtt, 
(i«innaeh  wird  «ndlich 

Qp_^ c'  Sin  A'  Sin  ff  Sin  CSin  » 

~~  <?  *Sin^SinV?VSin^'a+SinÄ'2^.2Sin.4'«inÄ'CosC* 

« 

Der  Durchscbnittspunkt  de?  Visirjinie»  wird  am  Sichersten  be- 
stimmt, wenn  C  =  90^  beträgt;  unter  dieser  Voraussetzung  wird 
»=«)0-4,    Ä'==:W>— ^',    und 

^„      e'   c^ Sin 2.^' Sing 
^^^'c Sb23 

Aus  diesen  Formeln  sieht  man,  dass  die  Höhe  des  Fehlerdrei- 
eckes,  also  das  Fehlerdreieck  selbst,    desto  kleiner  ausflllltA   je 

c' 
kleiner  das  Verjfingungsverhültntss  —  angenommen  wird,  z.B.  Olr 

c 

J  =^^'   c'  =  10Zell,   A=46^,  2=30»  wird  OP=j^  ZqU» 

also  mit  freiem  Auge  noch  nicht  sichtbar.  Die  strenge  Rechnopg 
gibt  000087  Zoll,  was  mit  dem  Vorhergehenden  sehr  gut  über- 
einstimmt. 

II.    In  dem  MUandbuehe  der  niederen  Geod&sie'^  von 
Prof.  Hartner,  Seite366.  Nr.  207.  liest  man   för  den  Fall,    dass 


Wastter:Be$tiiittit.dAPiMttt^hUervMetaHelH.astnm.Vnnk.-ltulr.VI 


.•..•••■  • 

Bestimroung.djßf  Faden  -  Intervalles  an  einem  astrono- 

midchen  Winkel -Instiramente. 

Von 

Herrn  Josef  ff^astler, 

Lehrer  an  der  k.  k.  Ober- Realschule  in  Ofen. 


Es  gibt  bekanntlich  zwei  Methoden,  das  Faden -Intervall  eines 
Winkel -Instrumlhtes  zu  bestimmen.  Die  eine  derselben  beruht 
auf  einer  astronomischen  Beobachtung,  indem  man  die  Durch- 
gangszeiteu  .eines  Sternes  durch  die  Vertikalföden  beobachtet; 
durch  die  andere  von  Gauss  herrührende  Methode  wird  der  frag* 
liehe  Winkel  mit  Hilfe  eines  zweiten  Instrumentes  (eines  Theo- 
doliten)  gemessen.  Die  Gauss 'sehe  Methode  hat  vor  der  erste- 
ren  den  Vorzug,  dass  man  nicht  vom  heiteren  Himmel  abhängt, 
die  Bestimmung  daher  bei  jeder  Witterung  und  zu  jeder  Zeit 
machen  kann ,  setzt  aber  nothwendig  das  Vorhandensein  eines 
zweiten  Instrumentes  voraus,  welches,  damit  das  Resultat  den 
Anforderungen  auf  Genauigkeit  entspricht,  dem  zu  untersuchen- 
den Instrumente  an  Leistungsfähigkeit  möglichst  nahe  kommen  soll. 

Da  man  in  vielen  Fällen,  namentlich  auf  Reisen,  oft  nicht 
in  der  Lage  ist,  ein  zweites  geeignetes  Instrument  zu  besitzen, 
so  dfirfte  die  hier  anzugebende  Methode,  mittelst  welcher  man 
das  Faden-Intervall  mit  dem  zu  untersuchenden  Instrumente  selbst 
misst,  nicht  ohne  praktischen  Nutzen  sein. 

Es  sei  F(Taf.IV.Fig.6.)  der  im  Brennpunkte  der  Objektiv-Linse 
befindliche  Mittelfaden,  f  ein  Seitenfaden,  C  der  Drehungsmittelpunkt 


m  «AicM  «MNHkMMete«  Wbiktt-Iiuinimtmte.  «W 

Sin  A  =  j^ .  .  810  «. 

Die«»ön  Werth  in  Gleichnog  (1)  substituirt  gibt 

D       .  1         . 

sina:=z-jz — T.sina== jr.sin«, 

//  — 6  1      r_ 

oder,  da  yj  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist»  mit  vollkommener  Ge- 
nauigkeit : 

sinar=(l +-jö)*in«.     .     .    .    .    .     .    (2) 

•  ■  ■      ,  /' 

Hat  man  keinen  nahe  am  Horlaoiile  des  Instnimentea  liegenden 
günstigen  Ziel|Mnikt  zu  GeiMite,  so  kann  anch  ein  Hohenpnnkt  anr 
▼iairt  werden.  In  diesem  Falle  hat  die  Ebene  anderer  li'ignr  eine 
nnter  dem  Winkel  i  genetgle  Lage»  welcher  Winkel  am  Höbent 
kreise  abgelesen  werden  kann.  Wir  erhalten  dann  durch  Able- 
nuog  am  Horiaontalkreise  nicht  mehr  den  Winkel  «,  sondern 
dessen  horizontale  Projektion.«',  und  können,  4a  h  nie  gross 
sein  wird,  mit  hinlSnglicher  Genauigkeit 

cf  =  o' .  cos  h (3) 

setzen  und  aus  dieser  Gleichung  vorerst  a  bestimmen. 

Man  sieht,  class  das  zweite  Glied  -g.sina  der  Gleichung  (2) 

die  Reduktion  der  excentrisch  gelegenen  Visirlinie  des  Seitenfa* 
dens  f  bedeutet.  Ihr  Einfluss  auf  x  beträgt  bei  einer  Distana 
JDxslOO^  nie  viel  mehr  als  V,  und  es  ist  hieraus  schon  ersicht- 
lich, dass  die  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen,  da  sie 
den  Werth  von  x  höchstens  um  eine  Einheit  der  zweiten  Deci- 
malstelle  ändern  wurden,  vollkommen  gestattet  ist. 

Die  Grösse  b  kann  am  Instrumente  mit  hinreichender  Genauig- 
keit mittelst  eines  Zollstabes  und  D  mit  einem  Distanzmesser  oder 
anf  andere  Weise  gemessen  werden.  Um  den  Einfluss  zu  berech- 
nen, den  etwaige  Unsicherheiten  der  Grössen  b  und  D  auf  a:  aus- 
tben,  hat  man,  wenn  man  Gleichung  (2)  in  Bezug  auf  x,  b  und 
D  diSerenzirt, 

D.db—b.dD    . 
cosa:.aar= g^ .sin«, 

oder,  da  a  und  x  sehr  nahe  gleich  gross  sind, 

,         D.db'-b'dD  ^ 
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oder  endlich 

da:^  =  206265.  tgcr. jSä •    •     •    •      W 

Der  Fehler  dx  wächst  also  mit  dem  Winkel  a  und  steht  (ohne 
Rucksicht  des  Zählers  D.dh — b.dD,  der  immer  klein  sein  wird) 
mit  D  im  umgekehrten  quadratischen  Verhältnisse,  aus  welchem 
Grunde  man  D  möglichst  gross  annehmen  wird.  Nimmt  man 
6  =  0*6  Fuss  und,  um  gleich  einen  in  der  Praxis  nie  öberschrit- 
teneu  Grenzwerth  des  Fehlers  zu  bestimmen,  den  ungunstigsten 
Fall,  also  />  =  600  Fuss,  a=W  *),  db=^0''02  und  dD=z&, 
ferner  das  Zeichen  von  dD  negativ,  so  findet  man  c^=:0'''O4.  ' 

Selbst  Dir  JD=50o  wird  der  Fehler  dx  erst  0^*07,  also  in 
jedem  Falle  so  gering ,  dass  er  selbst  bei  den  verzfiglichsteo 
Instrumenten  nicht  in  Betracht  kömmt,  bei  welchen  der  Ablese* 
fehlbr  kaum  unter  0''*6  gebracht  werden  kann. 

■  Es  braucht  kaum  erwä|int  zu  werden,  dass  durch  Verviel- 
föltigung  der  Beobachtung  oder  Multiplikation  das  Faden -Inter- 
vall mit  derselben  Schärfe  ermittelt  werden  kann,  mit  welcher 
man  überhaupt  mit  dem  betreffenden  Instrumente  zu  arbeiten  im 
Stande  ist,  und  ein  Mehr  ist  ja  nicht  noth wendig.  Ausserdem 
hat  man  den  Vortheil  eines  günstigen  Zielpunktes,  den  man  selbst 
wählen  kann,  und  es  dürfte  die  Arbeit  einfacher  sein,  als  bei 
der  Gauss'schen  Methode,  wo  die  stets  etwas  mühsame  Auf- 
stellung des  zweiten  Instrumentes,  um  dessen  optische  Aze  in 
die  Richtung  der  des  anderen  Instrumentes  zu  bringen,  jedenfalls 
mehr  Zeit  beansprucht. 


*)  Ein  so  grottet  Faden -Intervall  von  16'  findet  nur  bei  den' aas- 
sersten  Fäden  eines  grossen  Instrumentes  statt,  wo  rechts  und  links  voni 
Mittefaden  drei,  also  im  Ganzen  sieben  Fäden  angebracht  sind. 


.     !  \ 


Kr  Ufer:  Vermllffemeintruni  des  Fermüi'sekem  ^eemeir.  8€U%0t.  6J 


X. 

Yerallgemcinerung  des  F  er  manschen  geometrischen 

Satzes. 

(Vergl.  Archiv.  T.  XXVII.  1..  T.  XXX.  1.  3.) 

Von 

Herrn  A.  Krüger^ 

Director   der   Realschule  za   Fraaatadt. 


Der  genannte  Satz  gilt  nicht  hloss  vom  Kreise  (statt  vom 
Halbkreise,  wie  bisher  vorausgesetzt  wurde) ,  sondern  auch  mit 
einiger  Abänderung  von  der  Ellipse »  wenn  man  über  der  grossen 
Achse  derselben  ein  Rechteck  mit  der  Höhe  =:6.V2  errichtet, 
wo  b  die  halbe  kleine  Achse  bezeichnet.  Dies  lässt  sich  auf 
folgende  Art  beweisen. 

Dreht  man  die  Figur  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  um  den  Durchmesser 
AB  =  2r  am  einen  Winkel  q>  und  projicirt  die  ganze  Figur  auf 
die  ursprüngliche  Ebene,  so  ist  die  Projection  des  Kreises  be» 
kanntiich  eine  Ellipse»  , deren  grosse  Achse  2a=2r  und  deren 
kleine  Achse  26=:2r.cos9  =  2a.cos9y  während  die  Projection 
des  Rechtecks  AB  CD  ein  Rechteck  ABCD*  tat,  dessen  Grund- 
linie /l/?  =  2r  =  2a  und  dessen  Hube  AC  =  AC.co8(p,  oder»  da 
nach  Vorauss.  ^C  =  rV2  =  a.V2  und  b=a.co8g>,  dessen  Höhe 
AC  =  a.  V2 . cos g>  =  b.  V2  ist.  Die  Lage  der  Durchschnittspunkte 
F  und  G  auf  AB  bleibt  aber  bei  der  Drehung  unverändert/ 
mithin  ist  auch  fär  die  Ellipse  AG^  +  BF^ssjm^z^*.     . 

Umgekehrt  lässt  sich  dieser  Satz  von  der  Ellipse  auch  direct 
beweisen,  ISO  dasa  danff^denjgomJKreise  eine  blosse  Folgerung 
daraus  ist.  •  ^  *  ^ 

Ist  nämlich  über  AB:=^2a  (s.  dieselbe  Figur)  eine  Ellipse  mit 
cler  kleinen  Achse  26  beschrieben  und  fiber  AB  ein  Rechteck 


02  ßrrifper:  f^raUgeme/nermni^  äe$  Fermai'teken  pemneir.  SäUfM. 

ABCD  mit  der  HObe  AC=:hV'^  errichtet;  so  ist«  wenn  mftn 
einen  beliebigen  Punkt  E  in  der  Ellipse  mit  den  Ecken  C  und  D 
des  genannten  Rechtecks  durch  die  Geraden  CE  and  DE  ver- 
bindet, welche  (nöthigen  Falls  verlängert)  AB  in  F  und  G  tref- 
fen, immer  AG^  +  BF^zs  AB^=:iaK 

Beweis.  Man  nehme  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  als  An- 
fangspunkt eines  rechtwinkligen  Goordinatensystems  und  AB  a4s 
Abscissenachse,  so  sind,  wenn  x' ,  y'  die  Coordinaten  des  Punk- 
tes E  sind,  die  Gleichungen  der  Geraden 

CE    .   .    .   .     1.   y-y'=5^.(y'+6i^2). 

DE     ...    .    II.    y-y  =  5~(»'+*V2); 

folglich,    wenn  man  hier  ^  =  0  setzt,    die  Abscisseu  der  Punkte 

«•  III      ,      a^ftV2-ay 

^ "'•    «=    y'  +  bvT' 

G IV.    .  =  "'^,^^W. 

Also  ist: 

\.    Ab-a^    y  +  6y2    -  tf'+bVi.        ' 

VI     »r_        -r'feV^g-gy  _  2«.v^Ha--«06V2 
>1.    «*-«-    yi^.^^.2     -  y'  +  6v2  ' 

VII.    ^6^  +  BF^  =  tV  +  ^---^"'>^^J7ff  •*•  («-^)*^g 

8a2^'*  -I-  46«  (a«  +  .r'«)  +  8a* .  y'  .6  i/5 
-  (ff'  +  6v2)" 

Aber  man  hat: 

VIII.    AV«=«a6«— oV» 
folgUcli 

_  .  .  y"-26H y.^va      .. 


■        ■> ' 


Zusats  1.    Ist  /lA  die  kleine  Acbse,  so  ergiebt  sich  leicht, 
dass  der  Satz  anehgilt,   wenn  man  über  der  kieitten  Acküe  ei» 


\ 
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XIII. 

Theorie  der  Kegelschnitte  nach  einer  neuen  Methode 

analytisch  entwickelt. 

Tob 

dem  Herausgeber. 


■      I. 

ErkISrong   der   Regelsehnitte. 

Alle  unsere  folgenden  Dntersuchuogea  werden  «ich»  mit  einer 
einzigen  Ausnahme,  auf  die  späterhin  besonders  aufmerksam  ge- 
macht werden  wird,  nur  auf  eine  Ebene  beschränken,  in  welcher 
alle  Constructionen  ausgeführt  werden«  Mit  Rücksicht  hierauf 
lasseh  sich  die  Kegelschnitte  im  Allgemeinen  auf  folgende  Art 
erklären. 

Eiae  Linie«  welche  nach  einem  solchen  Gesetze 
gekrfimmt  ist,  dass  die  beiden  Entfernungen  eines 
jeden  ihrer  Punkte  von  einem  gegebenen  Punkte  und 
einer  der  Lage  nach  gegebeneu  Geraden  ein  coostan* 
tes  Verhältnlss  zu  einander  haben,  heisst  ein  Keyel- 
MClmitt; 

oder:  ^ 

H  Dct  geometrische  Ort  aller  der  Punkte,  deren  beide 
E^ntA^f'nnngea  ron  «inem  gegebenen  Punkte  und  einer 
4e#'I#ag*  nach  gegebenen  Geraden  ein  constantes  Ver- 
hältnlss zu  einander  haben,  heisst  ein  Itegels^hiiltt. 

v:.:  Der.gegebene  Punkt  wird  der  Brennpunkt  des  Kegelschnittib 
und  die  der  Lage  aaieh   gegebene  Gerade  wird  die  Leitlinie 


•i^    irf   J--«^et7:x   i— iwjbau   gpfmit     Die  dnrck   den  Breon- 

■i'  ätt  SlHecüix  stekeode  fvermde  beisst 


ZakI,  Bit  welcher 
n     m   IncremnBc  -«ws    Mm  Pikees  des  fkeeeUcbDitte  too 


1» 


•£•  EncferniiDS  dieses  Punk- 
za  crbeltea,    wird 


.^:  : .» t  »TT  5-< 1 4L   ^ 


Tf  «M><«^l»«wak , 


«fie  (Mee  ErkÜmng  ge- 

der  Kcgebchnitfe 

""*-^~*  einfiicfie 


der  Natar 
,  was 


i«  Jirg^;r*x  di6>  ^spttc^Mte  weBee  wir  respec- 

Ceordina- 

Systeme 

iank  e,  a    Be- 

«  die  Chankteristik 

der  in  $.  1. 

analy- 


'^.  ^  .-T  '^>^   ^r  fie  CA>r»iiiiao«i  ier  Dui'ikiicAniht if— fc te  des 

^^ ,«    v-*^^-    -^mcstfins  .Äanisasmarte«  Knefeeknlti»  mü  seiner 

v\^     «     '  :     it:<aai?r!ica  atsreidk  ;£e  Axs  ier  x  i<$c.  derek  v»  0; 

9V   i>^tc*i    i-r    KKä   ijir  v^ics^^ämima.  liüeickMiMt  tarn  BcslMMBung 


M|ec.  »  <i»»  ^»*"'  »  »  Atf«MMftN»  twei  Wertke  kal  «dd  es 
t^kk  »ck  IM  AHseeieuiM  r^ei  DwrkackeittspimktedeftK^^ 
^(kwns  «it  der  Axe  stekt.   «as  aker  en  die  folg^ede  weiteie 


Wenn  M=rl  l<t,  so  liereit  das  obere  Zeickcv  in  den  verste- 
l^eJen  FermeJn  Oir  k  da«  SynbMl  des  UaeadlickeB,  wmI  nar  das 


nach  einer  neum  MtikiHk  mutfviieeh  emMckelt.  Off 

unten^l  JMcbaii  Jiefcrrt  ifir  u.  einen  endUcb^n  vftJlig.  b^Mtimmtefii 
Werth*    M^eiin  dagegen  n^\  ist,  so  liefern  in  den  vorstehenden 

Formeln  b^tde  2eicbenifi!r' II  endjiche  völlig  bestininite  Werthe. 
diera^'.^sel^^  die  Kegelschnitte,  deren  Char^ktfr|stik' 

greich  der'EIinbeit  ist,  die  Axe  nur  in  einem  Funkte,  das»  da.- 
liegen  die  Kegelschnitte,  deren  Charakteristik  kleiner  oder  grus- 
MT  mb  iHe  Einheit  ik,  dieAx«  in  iefrei  Punkten  schr^/iden; 
mA  W«rde»'M€irdurch  Vfi^i  selbst  genOthigt,-  zuvOrderst-zviei^&läA^ 
ste  ^^  Kegeiüchttifte  mi  unt^rscheliien ,  jenachdem  ihre  Chältik-'' 
t»itetilE  gleick^  der  Einheit;  öder  »kleiner  oder  grO^er  als  die  Ein-^* 
belt  ist 

Die  Punkte,    in  denen  ein  Kegelschnitt  die  Axe   schneidet, 
werdtfa.' seine  Scheitel  genannt. 

Wenn  n  =  1  ist,  so  hat  der  entsprechende  Kegelschnitt  piqr. 
einen    Scheitel,    dessen    erste  Coordinate   u   nach    dem  Obigen 

durch  die  Formel 

» 

3) .     tt=i|a 

l^l(tiQ^pi(|;,|t'i£d,  jivpraus  sich  ergiebt^  dass  der  Scheitel  in  der  Mittej 
des  von  dem  Brennpunkte  auf  die  Directirix , gefällten  Pc^rpeadit. 
kels  liegt. 

Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  ist  nach  1)  in  diesem  Fafle: 
(a:  — o)*+^*  =  a:*,    also  y*  =  a(2a: — a); 
woraus  »ich 


.  ■»  :    ■.  .   ..  ■  '.' 


4) y  =  ±Vii(ir-a) 

ergiebt.    Für  2ar — 0=0,  also  a:  =  ia,  verschwindet  y,  d.  h.  die 
Axe  wird  von   dem  Kegelschnitte   in    dem   Scheitel  geschnitten, 
wie  uns  schon  bekannt  ist.     Wenn  aber  ^x — a  nicht  verschwin- 
det, 80  ist  y  reell  oder  imaginär,  jenachdem  a  und  2a:^-a,  .oder', 
a  nnd^-r-la  gleiche  oder  .ungleiche  Vorzeichen  haben.    Ist  also, 
a  positiv^   so  ist  y  revH  odicri  imaginär,  .jenachdem.  x^\a  od^r., 
^  <4a  ist;    ist  dagefren  a  negativ,  so  ist  y  reell  oder  imaginär,« 
jenachdem  ar.<u4a  oder  =  a;>  «a.  ist.    Hieraus  ergiebt  sich  unmit-. 
t#|bi^r  mittelst  eip^r  ganz  eijqffiQhea  Betrachtung,,  dass  im  vorlje*. 
genden  Falle  der  Kegelschnitt  ganz  auf  einer  und  derselben  Seite)« 
eines  durch   den   Scheitel   auf  die  Axe   errichteten  Perpendikels 
liegt,    und  zwar  immcfr  aur  der  Seite  dieses  Perpendikels,    auf 
welcher  auch  der  Brennpunkt  liegt.     Naturlich  liegt  der  Kegel- 
schnitt auch   ganz   auf  einer  unfl  d^frselbiBn  Seite  der  Directrix, 
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geHeTertvii  Werthe  voo  «  gteicbe  Voniicheo,  mid  Bwar  immer 
ein  und  dascelbe  Vomidieii  mit  o.    Ferner  ist  ofenbar 

•  ■ 

val.  abe.  rxr  <  val.  aba.  a, 

vaL  abs.  { >  vai.  aba.  a; 

1— it 

# 

woraus  sieb  ergiebt,  dass  der  eine  Scheitel  swischen  der  Diree- 
Mx  nnd  denk'  Breonpankley  -der  anshie  auf  der  entgegengesetslen 
0llk#itteii  B^DpiiDklB  In  dvr  Au  H^ 

Sie  Gleicbnng  des  Kegelschnitts  ist  In  diesem  Falle  oaeh 
dem  Öit^ygen; 

woraus 

.7) y«J:Vn%^  — («-a)« 

folgt.    Also  ist  y  nur  dann  reell»  wenn 

»•a:«-(a:-o)»^0, 

■  ^     ■ 

w4lun  adsö 

oder 

|a— (l-.|i)^|{a  — (l+n)a:)^0 

ist  Verschwindet  dieses  Producta  so  muss  einer  seiner  beiden 
Factoren  verschwinden»    also 

fl— (1— n)a:=0  oder  a-- (l-|-fi)j;=0 

sein»  was 

a         .         .        o 

•  JCrsrs^—     oder    O^SZx^ —  / 

1 — n  1  +  n 

giebt»  und  uns  also  auf  die  beiden  3cbeitel  des  Kegelschnitts 
fiibrt,  wie  sich  auch  von  selbst  versteht  Verschwindet  dagegen 
das  obige  Product  nicht»  so  muss  mM  Beziehung  der  oberen  und 
unteren  Zeichen  auf  einander  ' 

a  — (l— n)a:^0»    a  — (1 +  n)j:^0; 
also 
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•?  :      ■.  \  •.'•• 


sein,  wo  offenbar  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  gelten ,  jenach- 
dem  a  positiv  oder  iieghtiv  Xkt  In  beideVi  r äfien  ist  aber  x  eine 
MittelgrGsse  zwischen 

a  ,       a 

und 


UHU    f— ; —  > 

— n  1+n 

vnHroas  siob  unmittelbar  ergiebt,.  dass  in  diMfeift.fbUe  (derugasM 
Kegelschnitt  zwischen  den  beliden.dni^b<diA'Sol]|eitelcliur*di%i44Be' 
errichteten  Perpendikeln  liegt  ,In  Verbindung  mjt .  dem  Obigen 
geht  hieraus 'auch  ganz  Von  seifest  Jbervor/äass'li^öt'feaitee'BBgel- 
schnitt  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Directrä''*ft^^,. 'fand 
zwar  immer  auf  der  Seitb  ^erselb^n«  "auf  welcher  auch  der  Brenn- 
punkt liegt.  'Mi'^u  tf 

l)a  X  sich  nur  ew^iscben  den  Gfäozen  .  ' ; 

I und    ,  ,'  ^ 

1— n  1+n 

ändern  kann ,  wenn  y  reelf  sein  söil,  so  Icann  auch  y  nie  unend- 
lich werden,  sondern  behält  immer  einen  endlichen»  yollig^^^tiQ* 
stimmten  reellen  Werth,  insofern  es  überhaupt  reell  ist,  und  wegen 
der  doppelten  Z^9hen  in  d^/ Gleichungf  7) >■  gehören  zu  jedem 
Werthe  von  x,  für  welchen  y  überhaupt  reell  ist,  zwei  endliche 
völlig  bestimmte  Werthe  von'^,  die  absolut  gleich,  dem  Zeiöhisii 
nach  aber  entgegengesetzt^  sind,  woraus  ^ch  ergiebt,  dass  der 
Kegelschnitt,  welcher  in  diesem  Falle  nach  dem  Obigen  offenbar 
eine  geschlossene,  in  sich  selbst  zurücklaufende  Curve  ist,  iauf 
beiden  Seiten  der  Axe  auf  völlig  gleicpe  Art  liegt,  ^  ^  .      , 

Nimmt  m^^n  den  Mittelpunkt  der  .Entfernung  der  beiden  Schei- 
tel von  einander,  dessen  Coordinaten  nach  dem  Obigen 

sind,  als  den  Anfang  eines  neuen >  dem  primitiven  Systeme  der 
Üy  parallele^  Coordin^tensysii^ms  der  är|W  an,   so  ist  '  " 


lolglich 

r 


«*o 


McA  tmiff  mmeßf  Mt^M^ .  0fmttUßek  ttitißßeM/.  J^ 

ako  nach  7)  die  GleiebuDg,  de«  Kflgn^fjbnijm;.,,   .  ,,,      ,/      , ,,.., 

woraus  sich  nach  leichter  Rechnung  >■  >   '    i 

•  ••  K     ■  •    .  ,    .....  :  *     '.  /.«  t  •  iM  /    ;  .  ii   .'  i     -  ,  -  >:i,    ,.  ,  ,  /. 

lolirlich  1 


8) 


r.) 


ergiebt.     Hieraus  siebt  man,    dass  yj  und  also  auch  y  seinen 
grosaten  absoluted  Wertb  ßlr  07^=0»  afeonacb  dem  Obigen  flBr 


'  a 


j  •  ■  .  (  '  .  • 

erreicbt»  und  daas  nacb  der  voratebenden  Gleichung  (i|es  Kegel- 
schnitts dieser  grOsste  Wertb  von  y 

n .  val.  abs>  a 
Wenn  n>I  ist,   so  haben  die  beiden  durch  die  Formel 

gelieferten  Werthe  voil  m  entgegenffeiBetzte  Vorzeichen»  und  die 
beideq  Scheitel  liegen  also  auf  entgegengesetzten  Seiten  der 
DiVeie^rixJ  Der  du^cV  die  dem  absofuten  Werthe  nach  kleinste 
erste  Coordlnale'  ^ 


•       1        •  '  I  •  I 


•         .«■  I »  -    i 


Oh 

;  •  .        .J.  — Tl-J.  ^   ■  ■!• 

bestimmte  Scheitel ,  welcher  also  der  Directrix  am  nächsten  ist, 
liegt  immer  zwischen, ^en  Directri^  und  d^m  Brennpunkte,  weil 
die  obige  erste  Coordtnate  mit  a  gleiches  Vorzeichen  bat  und  ihr 
absoluter  Wertb-  kleiiibr  als  der  abüolnte  Werth  vM'{«  ist  -Die 
Gleichung  des  Kegelschnitts  ist  in  diesem  Falle  wieder        iv.'u--.[ 

•  '  •      •, 

woraus 


folgt.    Abo  ist  y  naf  dMD  f6«in;  wton 


■(■■         ,>•■■:  .» 


oder  wenn 

iet.    Wenn  dieees  Product  verschwindet,   so  muss  einer  seiner 
Factoreo  Terscbwinden,  was 

(ii— lja:+a=0   oder  <ii  +  l)a:  — a=0, 
also 


.  I 


=-iil  oder  :r=  +  j^ 


1 


giebt,  folglich  auf  die  beiden  •  Scheitel  des  Kegelschnitts  führt, 
wie  es  sein  muss.  Wenn  dagegen  das  obige  Product  nicht  ver- 
•ehwlpdet^  so  nm^smit  Besiejiung der  oberen  nnd  unteren  Zeichen 
auf  einander 

also 

>         ß  >   . 

X  ^  """^       1  >      X  ^  -f 


<*.'.."■"     * ' !  •  i  '      .  ■  ■  ■     •  ' 


sein;  und  wenn  daher  y  reell  sein  soll,   so  darf  x  keine  Mittel- 
grOsse  zwischen  " 

i^ein^  «foraps.  sich:er^el|t,  dass  in  dieseia  F^llo:  der  ^^anze  KegcJj 

schnitt  ausserhalb  der    beiden   durch   die   Scheite)  auf  difi   Aze 

errichteten  Perpendikel  liegt,  folglich  auch  keine  geschlossene,  in 

sich  selbst  zurücklaufende  Gurve  sein  kann.    Wenn  a  positiv  Ist, 

60  sind  die  beiden  Bediogungeh 

*      ■      .    .  •  I     '  .  • '  ■  ■    .  . »      . 

a 


II— 1         Z^  ■  n  +  1 


aifitieicih  es  fallt,  wenn  imr  diis  zfKeite  erniH:  fart,  und  die  beiden 
Bedingungen 

a         .  a 

^     fi — J  ^     n  +  l 

sind  zugleich  erffillt,  wenn  nur  die  erste  erföllt  ist.    Wenn  dage- 
gen a  negativ  ist^   so  shi^  ^d  tclddn  'Billigungen 


78  ^ .'  f^i^0rJA<..moriß,4(9t^ß^$t§§fytfA0it0, 


'■\\\K 


sind»    als  Anfang  eines  neuen,    dem  primitiven  Systeme  der  ary 
'       parallelen  Coordinat^t^ystet^'  def  :ari^  än'f  "so  ist 


■ «  :     « . 


und  folglich 

also^  n|ich  dem  Obigen  die  Gleichung  des  Kegelschnitts : 

/  '    i  •  ^  ■  4  ■ 

woraus  jiich  ^^acb  leichter  K^i^hii'ung'''  '    »^ 

also-  ■'  ,.    \ ..  ,■ 

''Vax'  itF/^     iiv  ■■  «    ■  »*a^-'''  '  '.  .     '•.-.....; 

10)    ...    .    yi  =  ±\  (n«— l)a?,«— ^^ 

ergiebt,  aus  welcher  Gleichung  man  auch  in  Verbindung  tut  dem 
OMg!6ii  am  i^icht^8ten  (ibersfebt>  dasä  die  bei^eii  Zw^<>;^  pdjer 
A^ste  des .  Kegelschnitts  zwar  eine  verkehrte  Lage  ^egen  einan- 
der hfiben,  sonst  aber  völlig  gleich  sind»  weil  Vi$nill6li  dl6  Werthe 
von  ^i  ungeändert  bleiben»  man  mag  otx  positiv  oder  negatiT  nehmen« 

Wollte  man  in  Bezog  auf  das  primitive  Ceerdiiiatensyst^ni 
di#-  Coördinaten  0»  v  der  l^ankte  bestiromen-yiiil'dan^n  die  Direq-; 
triz  ^ou  «dem  Kegelschnitte,  geschnitten  wird»  so  würde  ma»  aus 
^r-allgeibelnen  Gleichung  I)  erhalten:  


I». 


.1   r 


Worauf)  man  sieht,  das^  v  allgemein  imaginär  ist»-  und  al«o  kein 
Kegelschnitt 'seine  Directrix  schneidet.  .  .'^  - 

_  Nach   diesen    Betrachtungen    haben  wir.  also  drei   uesenflich 
Yi9fsc,hiedene  Kegelschnitte»  jenaf^hdem  ^le  .Chara|(te.ristik 

ii±±I»    n<  1,    n>  I     ' 
ist»  welche  respective 


•  .1 


Parabel»    Ellipse»    flyperbel 

genannt  werden.    Von  den  beiden  in*s  Unendliche  sich  erstrecken- 
den Zweigen  öder 'Aesten  der  üypefii^t^h^isiBt  der,   welcher  den 


L.-« 
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Bminpiioldt 'eotfaflUi  'd6r^r»te  Zweige,  oiid  d«r;  welebcir  d«n 
Brennpunkt  nicht  enthält,  der  zweite<*Z«reig.  «Ber  de«  filUps« 
und  Hyperbel  heisst  der  Mittelpunkt  der  Entfernung  der  beiden 
Scheitel  von.eiQajpder.  4er  Mi^te^puh^t  ader  '^%  €entruni  des 
beireffenden  ä[egetisch'nit^s.  *     *  » 

Nach  8)  i^  die  GleiphuQg  der  Ellipse  in,  dem  Systeove  dexori^i: 

oder. .  .      '^  • 


i" if . j   ■  ■  I  . I . , «. '• 


Fdr 


na  na 


wird  also  die   Ellipse    ein   Kreis.     Aus   vorstehender  Gleichung 
folgt  aber  .':**'•. 

l^n^^^ft^,.^r.lZI^z=zl,\^n^^l,    »  =  0; 


wodurch  die  Ausdrflcke 


na  ,        na 

— ^s  und 


Vi— n« 


beide  verschwinden,  insofern  a  eine  endliche  völlig  bestimnltit 
Grösse  ist.  Das  Wahre  bei  der  Sache  ist  aber  Folgendes.  Wir 
wnilöh  11  sieh  der  Null  nähern  uhd  den^'  abcJbtntiiftti  AVeHh  v^n  a 
80  in's  Unendliche  wachsen  lassen,  dass,  indem  r  eine  bestimmtf^ 
endliche  reelle  positive  Grosse  bezeichnet»  immer 


•  •  • 


..,. ,  . ,,  vai.  abs.  ^-^ ^ly^r  '(,•■;•;•,. .    • 

ist,  sich  offenbar 

-    •   .,   • :  :,    »liJ  •.    »  :    '••      •  •  ■  '.    •        '  f^Q  '■*•     l'^h    -^/i*  •!:i)M 

val«  abs*  « — *■  ^ 

im«l^''llMbr^uftd  imhi'  ttdd  bis  JMI  j^dem  bett^forgeii  Gikdi  der 
6r5s«e  r,   nach  Jl)  also  dier'ElIipse  immer  AHlhr  und  laeb»  dnd 


79  .\^^^€mmn^rt^:^M§0rUi4ir  MHtiukmlU$  ■\ 


\K 


Ml  so  jodeoi  belleUigen  Gtfad«  eiMB  Kreiiie  mit  dem  HalbfiieMe^ 
r  9äh«ra«'  dM^en  Gleichung 


\$t*  Der  Miffelpunkt  dieses  Kreises  liegt  in  der  Aze  und  seine 
mit  ihrem  gehörigen  Zeichen  genommene  Entfernung  von  der 
ttireetrix  wird  nach  dem  Obigen  Ar  jeden  Werth  von  o  und  fi 

durch  den  Bruch  |  ^-g  bestimmt,  wächst  aber/ absolut  genotti- 
roen»   offenbar  in's  unendliche. 

1 

Die  Gleichung  der  Hyperbel  in  dem  Systeme  der  :r^|  ist 
nach  10) 


oder 


12) 


na      1   — (        na        1  ^1. 

Aus  der  Gleichung 

na  tfg  . 

folgt 

also        '■  ■ 


•   f  i » : ' 

na  .^  na 


folglicb  die  Gleichung  der  Hyperbel  in  dem  Systeme  de«  ^Ti^i  ^ 

•    •     .;  «  -  • 

Eine  Hyperbel,  deren  Charakteristik  t/2ist>  wird  eine  gleich« 
seitige  Hyperbel  genanat.  i        ' 

Di«  Bntfereoaf  de«.  MUteJIpunkts  eii^er.  fN^icbM  H^H^hel  ven 
darf  DlrsiCtiiK  Ut.M^h  den).Ohtefl|iio|Etplwtf.rtM-  •  .     ^ 


«Q  ''^^':^^}'^)S>Htnitl^ff  'ffltoFte^'W-  IV^i^ifttMMMe 


in  Bezug  auf  ein  beliebig%ii  Coordinatensystem  Cha- 
rakter i^ir|tjetn(i(e.r4d,fnfj|pn^p.|id|&m 

Aa:i  '\-Byi  +  C  tind    ^0:2  +  ^^2  +  C 
gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 

'taieweis.     Eine  der  beiden    t^öordinateo^ei?  ^^>i'4j ^'ö^   ^^f 
diircti  die  Gleiphung 


/ '  •• 


-ilr+Äy+Cf=:0 

charakterisirten  Geraden^*imnler  gdscfinitten.  Wir  wollen  anneh- 
men, daas  diese  Clpordinateiiaxe  die  Axe  d^r  x.  sei*  l^g^Bo  wir 
tian  .durch  ^e  Punkte,  (^i^j)  und!(a:jEfo)  zwei  der  durch  diö^dcnung 

charakterisirten  Geraden- .pkralli^; Gerade,  so  sind  deren  Glei- 
chungen bekanntlich:  V  :  ~t 

oder  '  .>  •    \  j  \  "  '\  • . 

Ax  +  By  +  €-^  (i5lari4  Byii  +  Ö)  tu  0. 

Bezeichnen  jetzt  A'i ,  JH^  die  ersten  €6oirdii»iiten  "der  Durchschnitts- 
punkte dieser  beiden  Geraden  mit  der  Axe  d^r  x,  so  haben  wir 
zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

oder:  ... 


^-  = 


/  •• » 


.ljr,  +  Cii=i^,+llyi  +  C, 


«f.'':     :  .  ■'  fJ    /' 


up4fl?t.^  clie  erete  Coordinäte  ieM  DurchschnittspunW  dc^  ^lircK 
die  Gletchung  :    .    i     •  > 

Ax  +  By+C=:0 

cband^terisirteQ  Geraden  mit  der  Axe  der  x,  so  ist 

m 

Zi^ht  Afan  diese  Gleichung  Vbn  den  beidbn  öbigeh  Gleichungen 
zwischen  XiflTs  ab«  so  erhilt'iiiän':  ^^  ^)    ;    ii      .        t.«.. 


luiek  Mim  JMMN.  Jirt^gite  mmHtiUick\mtmieMei$. 


und  lasa«  nuii  n  sich  derNoll,  den  aMoiaten  Werth  von  Caber  sich 
dem  Useadlichen %o  nähern»  claaa«  Wenn  r  eine  gewisse  positive 
Grösse  bezeichnet,  der  absolute  Wertb  foB  «ClMmer  i^Of^Mh 


0*  gleich  y  also  immer 

(nC      y  ^^ 

ist    Dann  geht  die  «bige  deichong  it  die  CMeichang 

I 

eines  ans  dem  Brennpunkte  (fg)  als  Mittelpunkt  mit  dem  Hafb- 
messer  r  beschriebenen  Kräisfls.  ütte^^  Fttf  den  Kreis  niuss  man 
also  in  der  allgemeinen  Gleichung  der  Kegelschnitte  Imm^r 

^      ^_  .  /       nC      Y 


setzen. 

m. 


f . 


I«     I 


Innerhalb  und  ausserhalb  der  Kegelschnitte  liegende 

Punkte« 

Wir  wollen  wieder  die  beiden  in   {.  2.   durch  ay   und  ;riyi 
bezeichneten  Coordinatensysteme  imd  die  darauf  bezöglichen  Glei- 
chungen betrachten,  indem  wir  die  Entfernnngen  des  beli^Ug<dn' 
Punktes  {a^)  oder  (a?iyi)  Ton  der  Directrix  und  Ton  Brennpunkte 
respective  durch  u  und  v  bezeichnen^ 


*      ■    • 

•  '1  ' . 


» i. 


P  ft  Ir  ä  b  #  I. 

I        ' 

Der«  tiüBme  wfgen  wellsto  wir.  aMiMme*»   dass  die  In  t.% 
dnr^  a  bezeichnete  Grdsset  positi?  sei.    Es  ist  niM  eMnbifr    < 

nach  S-  2.  aber 
abos 

6* 


und  nach  5.  2.  ist  f&r  Paiikti  in  der  Parabel 

*  *'    1 

Wenn  nun  0^1  negativ  y  alsb' 

axx  <  0 

ist,  80  liegt  nach  $.  2.  der  Panlit  (ixy)  o^er  (xi;i)   offenbar  aus« 
serbalb  der  Parabel.    Nach  dem  Obigeil  Ist  aber 


•i.» 


also 

r*  rr- tt*  Ä  yi**^  2«ia:| . 

nnd  folglich,    weil  iijri  negativ  ist>  oifentiar 

«*— ««>0.    also  ü>.¥. 

Wenn  ferner  Xx  positiv,  also 

axx  >  0        . 

ist,  so  liegt  nach  §.  2.  der  Punkt  (ory)  oder  (xi^x)  offenbar  aus- 
serhalb oder  innerhalb  der  Parabel ,  jenachdem 

yi*  >  ^axx    oder    t/i  <  2<i.rj 

ist.    Nun  xaX  nach  dem  Vorhergehenden 

ü*— M*  =  yi*  —  2/f jr, , 
also  '  ,        , 

r«  -  w«  >  0    oder   »«  -  u»  <  0, 
folglich 

r>  ti    oder   r  <.te, 


•  4. 

.    > 


jenachdem  der  Punkt  {xy)  oder  (pcxy^  ai^sserhalb  oder  innerhalb 
der  Parabel  liegt.  Weil  endlicb  der  Punkt  {xy)  oder  (xxyxi  nach 
§.  1.  fOr  e  =  u  offenbar  in  der  Parabel  liegt »  so  ergiebt  sich, 
wenn  wir  einen  .Punkt»  d^snen  Eotfei^nungen  von  der  Direetrix 
und  von  dem  Brennpunkte  »und  i^  üind»  der  KQrze  wegen' dttrcfa* 
(ue)  bezeichnen,  der  folgende  Satz: 

Jenachdem 

e<  tt,    r  =ti,    r  >  M 

ist»   liegt  der  Punkt  (uv)  innerhalb»   in,  ausserhalb  der  Parabel;' 


nach  iteir  rnrnnm  MUäoätimim^iinkfmimickeii.  8& 


Ellipse. 


*  1 


Indem  wir  dieselben  Zeichen  wi^  vorher  beibehalten,  iet  auch 
jetzt  wieder 

Nach  6.  2.  ist  aber 

>  ■  '  ■       ■  "■       ■  ■ 

also; 

Ferner  ist  nach  $.  2.  fQr  Punkte  in  der  Ellipse 

I      «g      1  +  (       na        1=1, 

woraus 

folgt.    Da  hiernach  offenbar 

,      na 

die   ersten   Coordinaten    der  Scheitel   der  Ellipse    in    Bezog  auf 
ihren  IVlittelpunkt  als  Anfang  sind,  so  liegt  fflr 


-•>  (Ä)' 


der  Punkt  (xg)   «der  CXfjfi)  jedenfalls    ausserhalb-  der    Ellipse. 
Nach  dem  Obigen  ist  aber 


e« 


/  n*a  y  ,  2n*axt  ,      ,  .      , 


also 

folglich  unter  der  gemachten  Voraussetzung  offenbar 


e« 


I    I  • 


©•  — (jiii)«>0,    v>nu. 
WeoB  ferner 

ist,  so  liegt  der  P«f|kt  fpp^  eder  (^yi)   ausserhalb  oder  ioner- 
halb  der  Ellipse,  jenachdem 

ist.    Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen 

oder  -  "^  -      L    ..    ..  ^  ,  .  :      ■ 

folglich  ^      : 

ü»— («^)«>0   oder   t>«  -  (n«)«  <  0^ 


also  ,  •  ^     * 


V  >  nu    oder    v  i^  VlK» 

jenachdem  der  Punkt  (ppy)  ode«  (^i^i)  ausserhalb  oder  innerhalb 
der  Ellipse  liegt.  Weil  nun  encUich  nach  §.  l.  für  v;zznu  der 
V^nk\,  (xy}  oder  i^t^  in  d^^  jglllfse.  liegtet  9Q  e.rgiebt  sich  diW 
folgende  Satz: 

Jenachdem 

'  *    * 

»  <  nn)    t  =±  fiu,    t?  >  «M 
ist,  liegt  der  Punkt  (u9>  innerhalb,  \in^iausserMa1b  Am  Ellipse, 

H  y  p  er  b  q  l. 
Es  ist  wieder 

Nach  §.  ^.  ist  aber 

■  •  •  • 

also:  ..'■.■».•■.  ■    I .    .  ■• 


nack  einer  »eue^  Meikode  muUyiUck  eniw(cMeii.  87 


«    V«     .-..w.        .n*fl 


Ferner  i^t  Mcti  §.  ?.  fSr  Punkte  in  der  Hjperh«! 

(      na      J^(        na        1=1, 
woraus 

folgt.    Da  hiernach  offenbar 

.       na 

die  ersten  Coordinaten  der  Scheitel  der  Hyperbel  in  Bezug  auf 
ihren  Mittelpunkt  als  Anfang  sind,  so  liegt  für 

der  Punkt  (xy)  oder  (oti^i)  jedenfalls  ausserhalb  der  Hyperbel. 
Nach  dem  Obigen  ist  aber 

,     V«       •    •      2n*aat    ,    f   na     \* 
also 

folglich  unter  der  gemachten  Voraussetzung  offenbar 

ü*  —  (nw)*  >  0,    tj  >  nt«. 
Wenn  ferner 


r»- 


ist»  so  lie^  der  Ptfnkt  (d?y>  #d%r  (^r^iJi  aiutserbalb  oder  inner- 
halb der  Hyperbel»  jenachdem 


• 


88  §runert:    Theorie  4er  Me§etMtkme 

ist.    Nun  Ut  aber  nach  dem  Obigen 


«« 


oder 


r« 


folglich 


also 


-  (««)« =  .y,«-.(,i«-i){:r.«  ^  (;?riri)'l' . 


r«  — (nti)«>0    oder    t?«  — (««)•<  0, 


o  >  nti   oder    9  <  nu^ 

jenachdeni  der  Punkt  {jty)  oder  {x^y^  ausserhalb  oder  innerhalb 
der  Hyperbel  liegt.  Weil  endlich  nach  §.  1.  für  r=:ntt  der  Punkt 
(xy)  oder  (^i^i)  in  der  Hyperbel  liegt,  so  ergiebt  sich  folgender  Satz : 

Jenachdem 

ist»  liegt  der  Punkt  (tcv)  innerhalb,  in,  ausserhalb  der  Hyperbel. 

Hiernach    können    wir  nun    den   folgenden    allgemeinen   Satz 
aafstelien : 

Ein  Punkt,  dessen  Entfernungen  von  der  Directrix 
und  von   dem  Brennpunkte   u  und  v  sind,   liegt 

innerlialb    des    Kegelschnitts» 
In  dem  Kegelschnitte, 
aasserhalb   des   Kegelschnitt«, 

jenachdeni 
ist. 


§.8. 

In  Beziif;  auf  das  in  \»  3.  betrachtete  rechtwinklige  Coordina- 
tensystem  ist 

wenn  .r,  y  die  Coordinaten  des  Punktes  (tcv)  in  diesem  Coordi» 
natensysteme  sind.  Daher  ergiebt  sich  nach  dem  vorhergehen- 
den Paragraphen  der  folgende  ailgenieine  Satz: 
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Jeder  durch  die  Coordinaten  »^  y  bestimmte  PoAt 
liegt 

inn^rhftlb  des  Kegelschnitts, 

in  dem  Kegelschnitte, 

auiiserlialb  des  Kegelschnitts« 

jenachdem 

(J«+Ä*){(^-/')*+(y-^)*l>  n«(^  +  Äjf  +  O« 
ist. 

Drückt  »an  diese  Bedingungen  auf  folgende  Art  aus: 

(—/)*+ (y  -  ^)«  <  (^^^y  (^- + ?.v  +  »y  • 

»o  werden  dieselben  nach  §.  6.   fär  den  Krei«: 

(«-/')« +(y-y)«>r*; 
wie  auch  anderweitig  bekannt  genug  ist. 


IV. 

Zweite  Directrix  nnd  sweiter  Brennpunkt 

f  9. 

Wir  wollen  uns  jetzt  die  Frage  zur  Beantwortung  vorlegen» 
ob  es  eine  der  Directrix  parallele  Gerade  und  einen  zweiten  Punkt 
giebty  zu  welcher  Geraden  als  Directrix  und  zu  welchem  Punkte 
als  Brennpunkt  alle  Punkte  des  Kegelschnitts,  unter  Voraussetzung 
dersell>en  Charakteristik,  in  ganz  ähnlichen  Beziehungen  stehen, 
wie  zu  der  ursprfIngHch  gegebenen  Dir^ctrij^  und  dem  orsprQng- 


leb  güßeben«»  BronDpupkt«.  SoHtA  dkui  d#t  F&ll  «eiib^  u-orOber 
das  Folgende  Aufeebloes  geben  trird,  so  wfirden  «vir  die^e  G/^ 
rede  und  diesen  Piuikl  die  zweite  Directrix  und  den  zit-el- 
ton  Brennpunkt,  die  ursprfinglicb  gegebene  Directrix  und  den 
ursprfinglich  gegebenen  Brennpunkt  aber  die  erste  Directrix 
und  den  ersten  Brennpnnfct  nennen« 

f  10. 

Die  Chai«kterietik  b^Nseicbnea  nir  vHe  gQvMmUeli  durch  n.- 
Die  Gleichung  der  ersten  Directrix  ist 

Ax+  Bif+C=zO, 

und  die  Goordi(RaWn>  des  evsten  Brennpunkte  «lud  /*«  5.  Ua  die 
zu'eite  Directrix  der  ersten  Directrix  parallel  sein  soll,  so  hat  ihre 
Gleicbupg  die  Form 

und  die.  Coördinaten  der»  zweiten  Brennpuiihts  «lolen  %vir  durch 
fi,  ffi  bezeichnen.  Dies  vorausgesetzt,  sollen  also  für  jeden 
Punkt  des  Kegelschnitts  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  die 
zu- ei  Tollenden  Greichungei»  Statt -finden: 

n^(Ax  +By  +  C0*=(^*  +  JB^nix-^ft)^  f  iy-ffiyK 
Die  zweite  Gleichung  kann  mau  au£  die  Form 

n»  { (4a-  +  fl!^+  C)  -  (C—Ct)  \* 

also  auf  die  Form 
n'*(Ax+  By  +  C)«-2n«(C— Cl)(^+Äy  +  C)  +  ««(C—  C,)« 

+  2(^  +  Ä«)  { (f-fy){x^f)  +  {g-g,)(y-g)\ 

bringen;   und  ziehen  wir  nun  von  dieser  Gleichung  die  erste  der 
befffen  obigen  Gfeichungen  ab,  90^  erftalten'  wfr  die  GMclMing: 

Di»  dies«  GMohvng  imabbfiiigjg  «ob  iieiKMid«ren  Weitben  von 


•>  •» 


nmek  $tmr'  mmm  MiUM^  mmiymek  mHwigkeit.  ^ 

•elimi  uf  betaiMite  WVeisii  drti  GteichuagoB  mt  BMKnMnwBg  v<mi 
fi*  9\*  (\  abzaleüen  wfctiu  mtftaeiL  In  vri»  ivelt  diMe  Bttfii»* 
moDg  möglich  ist,  will  ich  l|n  AUg^neinen  oicht  antersoch^B» 
sondern  will  vielmeiir  den  «weiten  Örennpbnkt^fff^)  der  besonde- 
ren Bedingung  unterwerfen ,  dass  er  eben  so  wie  der  erste  Brenn« 
PV^k^  Vi7>  in  iWr  4ie  des  Ke^tsehnitt».  liegen  «eU. 

Die  Gleichung  einer  jeden  auf  der  Directrix  senkrecht  stehen* 
den  Geraden  hat  Im  Ajlgemeinen  die  Foim 

und  soll  nun  diese  Gerade  durch  (len  Brennpunkt  (fg)  gehen, 
also  die  Axe  des  Kegelschnitts  sein,  so  muss 

sein,    woraus  sich  Rlr  die  Axe  des  Kegelschnitts  dfe  Cltefchnng    ' 
1) Ä(a:-/)-ilfy-5r)  =  & 

erglebt.  Soll  also  der  zwette  Brennpunkt  (fiffi)  In  ilsr  Axe  Iffh' 
gen,   aß  «mAs 

Ä(/i'-/>--i<toi-4r)-0  oder  £if-U)-äis-rßä)^0 

sdn,  woraus  sich 

ergiebt.  Führt  man  diesen  Ausdruck  von  g — gi  ht  die  obige  M^ 
gemeine  Gleichung  ein,  se.  wkd  dieselbe^: 

oder  ,   .  *    ». 

nHC-  ^T  ^  ^^€^Cx)  (Ax^ßy--^  C) 

>  . 

woraus  sich  die  Gleichung;  | 

n«(C- 1^)«  +  M/+ J5t+  C^^  f:^!^^^^;^)  -  (i/'+Ä7+  Clk ' 

,  •  i 


A 


«tj^iebt*  W«ll'dleM^«CMd«hiuig<.sBäUybigig  vw  besowkren  Wer- 
Unat  irmidr  midsf,  «ko  avdii  won -Aw^Bff^jC^  Statt  Qnden  mvss; 
fti»  erhitit*  man  die  beiden  folgenden  GieftHrangen  2 

« 

Ana  der  ersten  dieser  beiden  Gleiebuogen' folgt :         * 

also  nach  der  zweiten  Gleicbang: 

welclie  Gletehnng  man  leicbt  auf  die  Form 

(C- Ci) t(l-««)  (C^  Ci)  -  2(^/'+ fi^+ C)  1=0 

bringt,  .woraus  sich  die  beiden  Gleichungen 

C-Ci=0,    (1-««)(C-Ci)-2M/-+Ä«y+C)  =  0 

ergeben.  Da  nun  aber  dite  erste  dieser  beiden  Gleichungen  wie- 
der auf  die  erste  Directrix  zurfickffibren  wfirde»  so  bleibt  nur 
die  zweite  Gleichung 

(l-n*)(C-'Ct)^2(Af+Bg+C)=0. 
ms  welcher  sich 

ergiebt,   woraus  dann  nach  dem  Obigen  ferner 

.      -_     in*A(Ar+Bg+C) 
r-fi—    (l_«a)(^a  +  B«)   ' 

_     in*B(A/'+  Bg  -|-  C) 
g—9i  ■ (l_ii«)(^«+iJ») 

fokt,  so  dass  wir  also  jetzt  die  folgenden  Formeln  haben : 

/>    r~   MAf+Bg+C) 

1)    .    .    •    W  — A«      («»— 1)(^«+Ä»)   • 


%^B(Af^Bg\C) 


nach  Hm$f  mmum  MMoih  mmtyUsei^t^amickeiL  M) 

Da  diese  Aasdrflcke  nur  daoD  för  Ci »  /i  •  ^  endliche  vdUifi 
bestimmte  Werthe  liefe Ai»,n  wenn  n^  1  ist»;  aber  eicht  für  ii=r}, 

so  haben  die  Ellipse  und  die  Hyperbel  swei  einander  parallel^ 
Directrizen  und  zwei  denselben  entsprechende  Breonpunkte,  welche 
In  einer  und  derselbe#'äuf  den  beiden  Direetri^eo  senkrechten 
Geraden,  nämlich  in  der  Aze  4ies  Kegelschnitts iliegen ;  die  Pa- 
rabel bat  aber  nur  eine  Directrix  und  nur  einen  Brennpunkt. 

§.  IL 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Entfernung  der  beiden 
Brennpunkte  {fg)  und  (figi)  der  Ellipse  oder  Hyperbel  von  ein- 
ander wollen  wir  durch  F,  G  bezeichnen.     Dann  ist 

oder 

also  nach  2) ; 

vflA(AfJ-Bg+C) 


3) 


Aus 


/  ß n*B(Af+Bg+0 

in*A(Af+Bff+C) 
h-r       (««_l)(^t^^  » 

_        2n*B(Af+  Bg  -|-  C) 
9\—9        („a  _  1)  (^s+  ßS) 


•:  .  f 


folgt  sogleich  * 

oder 

Also  ,ist  nach  %): 

-,  j  .    V 2«MMA4gyi  +  C) 


und  freH  MMi-a^tb    ^  .    •?  ..'.  «.<; 

I 

gettmt  Mr^rdfii  llinii.  *o  toli    ' 

*'-»»  (n«+l)(^+Ä«)     • 

Aus  3)  nnd  6)  folgt  leicht: 

•  '  ,.        ...  .1: 


oder 


7) 


•  >ti   </ 


Af+Bg+C         . 

welche  Relationen  all«  sdhr  bemerkeoflwwtli^BiM«  \ 

Auch  kann  man  noch  die  Relation 

8) ilF+Ä«?+Ca=J(C— Ci) 

merken.  ,   / 

§.  12. 

Wir  wolleij  je/txi  di«  Coordinaten  d6r  A;beitl4  der  Kegel- 
schnitte suchen,  welche  bekanntlich  die  Durchschnittspunkte  der 
Axe  mit  dem  Kegelschnitte  sind.  Bezeichnen  wir  also  die  Coor«> 
dinaten  der  Scheitel  durcB  f*  ff!  *^*  A^  l^i';  ^o  haben  wir  «u 
deren  Bestimmung  nach  dem  Oblg^'dii^  6l^!fchuDgen: 

n*(Af'  ^ßg-  +  C)*=  (A*  +  B*){  (f  -ff^  d^'-ff)*]. 


nach  eimr  $mt<m  «Ml/^tff  mmtyUj^  mUmickeii.  }t5 

wMMis  mafei  sMit,   dass  die  Coordkuttea  der  Steh^Uel  die  swei 
reeflen-Waitttlpaare  der  beiden  Gleiehaagvo 

«•(4t  |-Ä^+  C)«=s  (^-f  Äa)t(r-/)*  +  (V— ^)»l. 

«iHd,  «vofern  es  zwei  solche  reelle  Wur7,elpaare  giebt. 

Cm  diese  Glelchuj^f^  aufsul«>sen ,  ^M-mgeman  sie  anf  die  Form: 

ivoraus  sieh  imr  fiestimmunja;  v^d  jr^-*/*  die  GkichoDg 

ergiebt. 

Ffir   die  Parabel  ist  71  =  1 ,   und  die  vorstehende  Gleichang 
wird  also  in  diesem  Falle: 

woraus  sich  . 

_     B{Af±Bg±C) 

ergiebt,  so  dass  also  die  Parabel,  nie  wir  auch  schon  wissen, 
nur  einen  Scheitel  bat.  dessett  Coordinaten  /*',  g"  durch  die 
Formeln 

10)    ....    i 

bestimmt  werden. 

Für  die  Ellipse,  oder  Hyfnetbel  ist  n  5  1 »    und   x—  f  mass 
durch  Auflösung  der  quadratisditir  Cfleichung 


9tt  »rmmeri:   Täe»rtt  ätr  Kt§tiicllmlUe. 

bMtiinnit  werden.  ■  E«  ist  aber  aeeb  .2)  and  3) : 

""' (««_1)(^+Ä«)~' 


also: 


'—       (n«-l)(J«+Ä^  * 

(r  -  /)•-(/!  -/O  fr-/)  =-^-  (/i  -/)*. 

(r-/)«-2(P-/^)(T-/)  =  -2^^(F--/). 

üorch  AuflOvuBg  der  ersUn  dieser  beiden  Gieiebvngea,    in 
Verbindung  mit  der  Gleichung 

erb&lt  man : 

n±l  B,^     ^ 
also»  ^eil  offenbar 


ist: 


11) 


also: 


12) 


«4-1 


'—    2n  '+  2ii  "' 
«Tl    .  «±1 


Weil  nach  11) 


(r-/)«+(v-ir)«=  (^)'l  (/»-/)•+(?!  -y)«l 


.  Mfi4  üfci»  nrtw»i  t/mmk'malpineJ^  immieMe.  Wt 

Brennpunkte  (fg)  entferatiirSelnHet  intr  i>fMiim#  "^  ,  rui-^  : 


'•*ri 


i  -.  '  .^ 


13)  .  . 


•■■;»■,      • 


also 


14)  .  . 


,     nj--l       n  +  lr.         ,      w— 1        n+1 


»^  ..V 


»«f. 


14*) 


•         •        • 


gesetst  werden  muss. 

Au«  13)  und  2)  erbSit  maii  leicht: 

'  ~'  —  (n  +  l)^HÄ«)  ' 

nnd  da  aus  den  beiden  ersten  dieser  Formel^,  die. Fofm^n  10) 
tär  die  Parabel  offenbar  hervorgehen ,  wenn  man  n  =  l  setzt,  so 
sieht  man,  dass  die  den /-  de^  -fil^ttrfpiiiflcte  (/i^)  nächsten  ScIieL 
tel  (fg*)    bestimmenden    Formeln    ganz  allgemein   för^jall^   drfi 

Kegelschnitte  gelten. 

..     •      «t         •■  ...  I.        f         ' 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Mittelpunkt^  der  Entfer- 
»^"«L.^'^'^t^^iWw  %h«itel  ,veniBJna»4ei^^rc|i  ,JR,  C?';  söjiijt ., 

also  nach  14):  --*-  -V       r     . 

folglich  nach  derä^dbtiten:'    ^'"'    '•^' 

F'  =  F,    G'  =  ^';  ■    •  •'  '^"• 

tjmU  XXXI.  r 


nannt  haben,  niil  tiMider  raii^aMilattraUflB;;    -    a\V    »  .:  .«iirn  *<:! 

Bezeichnen  ftm«die  Entfernang  dipr^^beMeii. Brennpunkte  von 
einander  Uhrd^' 2«.;  die  Ehfferhäng  der  beid^en  Schiilel  von  ein- 
ander dnrch  2a,  so  ist:  '  ^ 

■  v^^       I\V-  \>  ,■■.*      j'  \  ■      .'■•'  \  «\ 


..A,. 


1 —  '.  •■■'.■,'    I 


Nach  13)*od%r  li)  iat  aber:  *  . '   '    ^'      '  '    ''-"  '        ^  j 

J  I  ..         •  1 ;:  M^     .  i  -  t       .4 

1  .     if'f.:     iV>?    ..''.'     ).<*•  Ht?.! 


uod  folglich  nnch  2)\  ' 


■  il 


[•  *  •"*  (»«-l)«(^«+Ä«)  *! 

15) 
i<<i  itHt^ii.'iitfi^ack ■    I     .  1- ;  .;       •-.■  i.ii  l-.u. 


,,.-     .  !\2r    •    '  »     ''    '.     ■  •'*.•.=:•)•?    II" ».'■■»■;.■    *  ::*  ;  :,^f    »tili    :)'|} 

nnd  fXMI?ch  «Ir  d*e  ■BJHjjÄf!  >"«•,'far'a!il"i^^ertlfer"i«^^'o«'^tf- 
eUiv.    Daher  ki^nn mftn^.Cär  Ji«^EIUp8(B  «ml  ,die.,ilyperbel  respective 

/>«  =  «« -e«  und  6«=:e»-«»,     .  ,.,  ,,,,,„  .,.,,. 

also  respective  ,     x  ,  i   ......  -x 

folglich  allgemein  ...    ^^       t     .  -^ 

.1///  ii*.«i 


nmek  «Amt  MctMir  MMod^^mmtytl$€h  vetumkkeiL  .  gg 


•\.    •  .  i:.  :     ■:,   ■■.  '  *• 


setzen,  nenn  man  fürtdie  Ellipse  das  obere,  fiir  die  Hyperbel 
das  untere  Zeichen,  nimmt.  Weil  nach  dem  Obigep  fifr  die  Ellipse 
tfttd'We  Hyi^erbet  respettiTe 


(  .i  ■'  ..  .-       ..        ■■  .      ,.- 


.,     .6«'=(l-n*)a«   und    6«==:  (;<«— l)/i« 
ist,  so  hat  man  nach  15)  für  die  Ellipse  die  Formeln : 


18)    .    .       .      K.-?!(4a^JL9?:  ..  /    i::..s 

^  ^  **   -  (1  -  n«)  (.4« -f  Ä«) ' 


und  för  Ae  Hyperbel  die^Formehi: 


'» ".'. 


ö«  = 


» .  >    *.i 


19)  ...    .      ^  6»=  (-„».jjjjp^ij«)  . 

*  "~(n«— 1)«(.4*.+  Ä«)' 
Auch  ist  fflr  die  Ellipse:  ■   ' 

20)  \  ^ 

vtAk  Mr  di«:'II}rperbcl?    ' 

!.ftF.«V^»'-i.  ..«^«"-v'^r!;'  •.ä^^"'^*^  •. 
■-     ') 
;,    ..,:y-.^(*J=Vit«i..,: 

l  .  ■  •  .        ••  •    .       ■ 

Dip^  so  b$uf|g  bei  den  vielen  A^nwendungen,  .die  sich  von  d^r 
!KMipk)^\i]nä')9y Derlei  piächen  lassen,  Torlcommendeh.tiriissen      ' 

sind  also  nichts  neiter  als   dier^  Qjii^^efiftiJ^en«: dieser  Carren. 


T 


I. 


Soll  bei   der  Ellipcie  a ^  f '^•ein ,  «o  muM  Qach  20)         '"^ 

•«  *  •  •  '         ■  »  I 

•em»   welcher  Fall  schon  früher »   mit/Nachweisuog  Si^i/ier.ej^nlr 

llcheo  Bedeutung,  besprochen  worden  int 

■  •  .        ■       •  ■  . 

Soll  bei  der  Hyperbel  a  =  6  sein»  so  niujis  nach  21) 

'      n«  — 1  =  1,    n=:V2  - 

sein,  welchen  Fall  wir  gleichfalls  schon  früher  besprochen  haben. 

Die  Entfernung  des  Brennpunkts  (fg)  von  der  entsprechen- 
den  Directrix  ist  nach  deil  Lehren  der  iojialytischen  Geona^frie 
der  absolute  Wertb  von 

also   nach  dem  Obigen  ist  di^se  Entfernung  fflr  die  Ellipse:, 

n  n  ■-»*  ■ 

.und  fOr  die  Hyperbel: 

-' <|= 6= 5— €. 

n  n  «». 

Für  die  ghdchseitige  Hyperbel  ist  diese  Entfernung  also : 

a  • h 

'       V2  ""  V2 

folglich  immer  der  Hälfte  der  Excentricität  gleich,  da  die  GruoMe 
e  die  Excentricität  der  Ellipse  oder  der  Hyperbel  ige^annt  su 
werden  pflegt. 

§.  13.  ^ 

Des  Folgenden  wegen  sind  rücksichtlich  der  ERipse  unll  Uy^ 
perbel  noch  die  folgenden  Bemerkungen  nuthig. 

Ndch  §.  10.  wird  jede  dieser  Curven  durch  die  beiden  Glei- 
chungen' 

charakterisirt.  Der  erste  und  zweite  Brennpunkt ^ Aiad  (fjfj,,md 
(/i^i)»ünd  die  Gleicliungen  der  ersten  und  zweiten  birectrix'sina 
respective  '    -    .         .  .   ,x       .    j. 

För  die  Ellipse  fst  nach  5.  5,  *     •'    - 


=  T74i=i«7 


Ffir  die  Parabel  ^It  bloss  die  erste  GMditiii^;  til^.vMr/  dM^ 
Ellipse  uod  die  Hyperbel  gelten  beide  Gleicbuiigeii. 

•■'  ■  ••■^.  -..v  ■''•- .  ...< 

^' '  ■  \rfs: 


I.' 


.  r**! 


Ffir    die  Parabel  ist   n=:l»    und   nacb    $.  Ö.  ist   die  GrSMse 
Aa-{-By^  C  positiv  oder  De|fafit»ij4iikcfidem  die  QrVMeAf+Bg4C 

P'^?"J'j;,Ä/"?«t^?'^  ^rt5.^W^.>*  P%9!j.i^«  er^«¥i.*j;  »?^<^fl^»«'- 

chüngeo  1): 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,   jeiiachdem  dtö 
Grösse  :4/J-|^,^(5j+ (7  ppsiti^,  oder  n^gati^,  Ifi^^  ,  .^^ 

•■>  •  vr-  \v-     ■    ■    •■,.  i  . .  ••  •    -.1 

Für  die  Ellipse  haben  na^  (i'ia: -dt^'^nlä«««!'!  *^  \  v  V  |  \^ 
Aop+By  +  C  und  Ax+Bif  +  Cj, 

edtgegengesetze  Vorzeichen,  una  die  erste  dieser  beiden  Grössen 
•flh,PW*>?  9(^W  "VMjMf  »liwuairtenj  ^Iie,.ljlj;§(isp  4/*.>|  /^f +<^ipo. 
sitiT  oder  negativ  ist.    Also  ist  nach  1):  ,*..>.  i!»i 

wenn  mann  die  oberen*  ^od^r  ^anferen   Zeichdn  nimmt,  jenach^em 

die  Grosse  Af+Bgri:^ip^i\j.t\Afi,jf  negativ  ust. 

■  ■        1....  .'   '"  '      '  -■  .'•'    •■ 
Aus  den  beiden  vorifltelielidMi  Gleichungen  erhält  man  immer 

mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen: 

also  nach  IV.  2):  •im'.,.-«' 


104>  ■^:^^^tf»»^i»r|yt>a^^^»l«»>>lll>«J>l»^»l<MI>l  ^w< 

und  folglich,  weil  nach  IV.  18)  mit  derselben  Beatimmnog  wegen 
der- Vötieiehea  (»««nhar'  -•  —    ■  '■  -  "'•'  ■">•■■  '•-'-"      '■"  •""'' 

ist: 


-.- ..  •:>: 


oder 


r^ 


die  oberen  oder  unteren  Zeichen  genommen,  jenachdem  die  GruM« 


5- 17.        ,  .       , 

;Filr  de>)  eiviteH^  j^iv^g  ^ei>'^fl^  $.  13.  ^dt« 

Grössen-  ••''■•'  ^   '^^  '  '='      -^  •    •--••'  '^i^-'   ''»«<' 

mit  der  Grosse  Af-^-Bg+C  beide  gleiche  Votzeichen.      Also^^t 

wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Vorseichen  nimmt»  jenachdem 
Af+ Bg  +  C  positiv  oder' negst^^  fst.     ♦  j    t 

Also  ist,  immer  mit  derselben  Bestimmung  wegen   der  Vor- 
zeichen: ^**       •'  "    ' 


nach  miV*)lli«n^Mimm'wtälfMe»'0ilkikMi.  IM 


slaw  uacb  IV.  2):  n  •.     ■  -«i-. 


oder  '  ■■*'•    i'-'  '">  .  /i  »♦ 

Nach  IV.  19)  Ut  aber: 
aUo : 


v»> 


si  .':  n'\'  M  .  .'  F,-f»a-Ä- ''»  - 


-  ,1       :  I 


•-'1    /;'     ,  'Hl    ■'  »i-d    /iliy..,.- 


0^      ^  ;^  t.^(^f^  Bg  +  O^,  .  n«-l  A:t+Bif+C, 

das  pl^m  o4erjanWe2Qi€^eD  ^noinmmi  jenaGli*dc|iiiil^-|-iB^-|-C 
positiv  häet  negativ  ist.  *      ;  1  -l    /       ' 

Ffir  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  haben  nach  {•  13.  die 
Grossen  ^  ^ 

mit  dei^  Grosse  Af+Bg+C  eivtg^gengesetze  Vorzeichen.     Ais# 
ist  nach  1): 

die    unteren    oder    oberen    Vorzeichen    ffenonimen,    jenachdem 

Also  iJBt,  immer  mit  derselben  Bestimmung  wegen   der  Vor* 
zeichen:  **■     ^.      *  *^'  •    \ 


KMI  .\t»lll8mH•««^^«ldiMr>ft.«lnlirM«AR*<Ml^  At». 


al»o  nach  IV.  2):  'L-     VI  il'i<^'i  ««^f« 

Nach  IV.  19)  ist  aber  ,•.(.., 

also:  ,  MW.  lii-i  (••!    VI  i.     ^ 

.     ..       •  I     .  !<: 

FOr  Vi  erhält  lAikli  ÜAbraAi»^  den  folgenden  Ausdruck: 

das  untei>6<  odk^t66ee^tBtf«fcdb'g4n6MlltfM(  ftüdUrfw  Af-^B^-k^C 
positiv  oder  negativ  ist. 

Nach'%»  jVJlv42)  '\^%  n» «Ute  )E;ilt|iMfe.  «pd ^Hfpecl^i^  d^WifiV 

.il»  .r.i    .0   !•  ♦, -i  i,  .''\l  •    i*ji.ii*i/li     '■       .'ff-  >,    nvu'*'?>    i'    '     ■'■  J 

VI. 


t 


0.    lo.  ,      , 

:\\   ii'uiii   >«« 

Unter  dem  Paraioe|c(f  \flftte#. /Kegebchnitta  versteht  man 
die  durch  den  BreDnpiii|)i[tv^)^  welchen  ^  ffir  alle  Kegel- 
schnitte giebt»  parallel  mit  der  Directrix  gezogene  Sehne.  desselMn. 

,"":     \      V\\\      }      \.\  .)..V  . 

Die  Gleichung  der  flbciqtiui  i^      S      .  ^   t 

* 

Ax -{- By-i- C^O, 

und  die  Gleichung  der  durch  dan  Brepi\pvj|^  ^ä^W^^  J'^S^V 
Directrix  gezogenen  Geraden  ist  folgRch: 


nach  9iimiJUmmtMHk^smml»U9fif^m^iftPMi.  1^ 

Bezeichnen  nun  Xy  9  die  CooNInaten  der  Durchschnittopankte  der 

durch  den  BrennpuiAt  {fg)  paräß^l  mit  der '  DiriBctrir  gezogei^te 

^Gefaden  mit  dem  (Kegelschnitte,  80  haben  wir  zu  deren  Bestim- 

■  ■'.  l  ■ .   ■/ 

oder  "^ 


•  •'        .»•  r 


oder  •^•^'  "^*" 

woraus  man  lercbt  -nAlBeziehmigider  oberen  bnd  lioWeh  Zeichen 
auf,  einander  erhält : 

vi'ii.      :,.•      !i-;;.-,rt7.       .:■-:     ^•...     -..,1         •       i  •     \i-^:,-:\}      j-  ;[,     i».,.J 

■«.•«.;»    iii'.w     .;../    f  iW    !  \^_  ',    nBjAf^'Bff^G)  •  •••  ■    ..»1.  =  ..  'v-nH 

Bezeichnen  wir  nun  den  Parameter  Qiii.f?/ spv;|s^,pflili|b|Mr    i.ni^  .• 
und  folfflich  nach  dem  Vorhergehenden:  .         ,,      i    .    «  , 

.•kr 

und  nach  IV.  22): 

Ol.       .       .       .       P  =  T /-  ■       = » 

IM        > 

wenn   man  die  oberen  oder   unteren  Zeichen  nimmt«  jenachdem 

-4/+^^  +  ^^^>ppaifiv  ,«dw  ueg»ti^li«tw  .  ,,^     ..tf 

>  ^  Ahs  2)  uiid<1  Vi  18)i  1»>  findet  mito  Jeich«  fiv  die  EMips^  tuul 
Hyperbel:  i"'     •      •  .*  «r«j  »> 


Wi  •^^'•^--•yi^iM  ##>!>-<  VäMprlfei^y^^^  i^yx^y. 


j    .1-  ■.*  •!■!.•■  ■  • .»  • 


Die  Etitfernuiig  des  tifennpnnkt8(fg)vqnier.f{uifßf^^ 
Directrix  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen   treoroetrie  der 
absolute  Werth  des  BrncbfR     :         ;     ^     r.t 

SO  dass  also  nach  2)  die  Entfi^raung  jedeff  Brennpunkts  Ton  der 

enü^pre^b^od^n  P^f^fi^nii^  4«^;;  för  4i«  Pafab^l^^  wo  ii=^|  >t, 
also  ip. 

Nach  IV.  14*)  ist  4as,9°^^T^  der  Entferniing  des  dem  Brenn- 

**^^  litels  (jl*g')  vqn  dem  Brennpunkte  (/];)f): 


nHAf+-0g*+O^ 


\.'*. 


punkte  (fg)  nächsten  '8c1ieitels 

und   das   Quadrat  der  Entfernung  des   am,    weitesten    von    den» 

▼on  dem  Brena- 
punkte  (fg) 


i ' 


Brennpunkte  (fg)  entfi^t0H  Sdheitels  (fi' gi'X 
punkte  (fg)  ist:  V,  |  •  ^  / 

(A  -/)Höyi  -5)*:^  (nTLT)«;   ^i^lft • 

Also  sind  nach  2)  die  Entfernyngen  der  J^eiden  Scheitel  von  den 
Brennpunkten"  bei  ädrEilipöö:  ' 

und  bei  der  Hyperbel:  ■    '^ 

Für  die  Parabel  gelten  nur  die  ersten  Ausdrücke»  und  es  ist.  also 
bei  dieser  Curve  ip  die  Entfernung  des  Scheitels  vom  Brennpunkte. 


i\    ■ 

■  ' 

Sehnen,   Durchmesser  und  Asymptoten. 


'<• 


8-  *^" 

Die  Coordinaten  des  Mitt^^IpMnkfyt  einf«r  '*wei  .Pdfftte  »(;r|^) 
IumI  i^ii^  «hiesiKl^gelsclinittstverbiiideirden/iSbbne  .desselben 
seien  te,  v;  so  ist  v-    -.f;/t^ 


nmdk  m^Jtkmßä  MOMk  mmOfftitim^mmkiMi,  |# 


■"  ~  ^  •     ( c 

Weil  (^i^i)  und  (.rays)  Punkte  des  Kegebchnitto  sind,   so 
«Mtä  whwiMT  afefwt-  eoordUate»  •ffi*  fQigM|ie».'#we4mg«l» 

Ätite'''»  '  :>   '•■•>;.;•••  ^^\■..'^  ...      •.  t;  >,   •...-■;      t«)    •ii.I.»iioi-,jh'M 

durch  deren  8ubtraction  von  einander  man  die  folgende  Gleidinng 
erhSlt:  '"'•• 

=(4«+Ä«)|[(*,-A)«-(ar,-/)«]+[(y,-^)«-(3r,-ir)"3l.  .    . 

'   1  if  l* 

w«^«^^.^niw  leichl;  auf  di«^  jp^n» 

also  auf  die  Form  •>    ■c'-i  'i'i.'i<v>':(»l  oil» 

1)   .  ,  ^   n*{A(x,-x^  +  ß(y,--y^\(iiu^Bt>  +  V)*--         ('} 

*  1  ■ 

bringt;  und  aus  dieser  ueichuDg  ernän  mW  leicfif:    ^'  '^  * 


'     .»  - 


f|i 


s 
oder 


r 

oder 

■  .''■*.        '-.,  '.        .1         I.» 

■'    -  ••   '^«      '■        ■  '  •  •  :      ■;■■...•■'  '.-I   •  I  '  j  ..-.      »i*    • 

Betrachten  wir  nun  eine  Schaar  paralleler  Sehnen  von  belle- 
biger,  aber  bestimmter  Lage,  so  ist  fQr  dieselben  '^'__^' offenbar 

e'r^e''constanie  C^S^^e;'   die  Wtf *Q 

n^,'ii«J"älso  ■"'■•■■"■  '       ■"■■■■■■■■'^     •  «J'    n-io.!-,  ox  .r|    U„, 


ft#  'V*' 


A%f*^ 


■» .         \t 


6) ''r!  'ir=a^^ 

Mittelpunkte   (ur)  dieser  Scbaar  paralleler  ^ehnen  die  fol^esde 
Gleichq^g^: 


oder  ^  ,  . 

oder 

LeicEt'bringt  riiian'dte  Gteicinibgeii' ^7^  und '8)  aSer  auch  auf 
die  folgenden  Formen:  mit/!  ':.    Vr-     -i 

JO)  .(Vt    t»i'4Ai0ft(i«~l)/i«-U2|^(a^/)  V 

+{[(n*-l)B'—A^]K+n*AB\(,v—ff)  i  =0. 

W^il  diese 'Gteibhuiigen  iti  *Bezag  anf  te,  i)  vom  ersteh  Grade 
sind,  so  ergiebt  sich  folgender  wichtige  und  merkivfirdige  Satz^ 

Die  Mittelpunkte  aller  parallelen  Sehnen  eines  Ke- 
gelschnitts liegen  in  einer  Geraden,  oder  der  geome- 
t(ri«cK?|C|f^  d«|if  Mitt^lpui^kte  allf\r  pfirfill<»len  Sejinen 
*Qifie4i.i|^ey|e;^^«bnitti^  f^t  e\ne  Gerade^ 


i  ■  •  • 


/i« 


i.V-- 


H^.bP«tr9FMs?,.I?^J^  ifWSA-.frf'WS?^^  Scbaaren   pyallele^  lehnen, 
und  bezeichnen    die    Coordinaten    der    Durchscbnittsouyiktp  j^ei 


geometrischen  Oerter  ihrer  Mittelpunkte  durch  U.^V*,^  lHßm>^i*tt 

-f  t[(n«-  I)B«-^«]  AT'  +  n*AB\ {V-g)  ^  =0.        .  .,»,„ 

^n\BK\^^A\{Af^BgfQ^ 

Die  BestimmiMi^  vcib"  17— /*» 't^— ^  aus  diesen  beiden  Glei- 
chuneen  erfinden  wir  aaf  den  folgenden  allgemeinen  arithmetiMclien 
Lehrsatz»  der  überhaupt  oft  sar  Abku^rzung  der    Rechnang  die 

y Ptitel|Kltni(|p»> M wiHelfy ;tein Wt  ^ma  (it»^<iii>  mn  si»*  .r«t)ii^>/ 

*%I-»»tNn    liv   «1:1»   tlii>  '  >,    ,ni\   \i'-M    ."t--    ^    .i'»»i-.<i/;x     •     iMi»!  ♦» '•*► 


g« 


Wenn  zwisobei^  ^^p'  yrüiisen  fr»  j(1  wei   Gleicbun- 
n  von  der  allgem'einert  t  orm^  v  .|l 

otaft    finden,   8o   rst  unter   der   Voraureetzung,  das« 

|r<-^^<bii0i»t'tMei4oii^fi*tnid0ti     •    l   .  ^        •     rl--..V    «^-.oiiS  i-il^ 

"  ;<•  .  /i   .1  •  M  hntt 
bcf  —  coi  coi  —  aC| 

Beweis. 

^,  dann  *j:,  so  erl^ivl^^^fVaj»  i  J  .isiq  !'.♦;, .-'.    -W.  ii'..;.  „s-Jiv 


^^  ,(l    ^'iH>m1kakUiPt'tlfi^iW'Mthb^iop^'['hßl)\y.^ 


»1    1 


-"'(r*i^ 


Nun  ist  aber»  wie  man  leicht  findel^:w.-    mW,''.!      .U..         .;ii 


M§/Mk  ^Mter  itr  gemachte  Vöra\M6f zung  offenbar : ' 

ytaJn«  vv^ir  nun  diesen  Sats  sär*  AiiiB5ilttng 'iler  tekleb^oM^e«! 
^jUitJlhmfiß^  zwischen    ü — ^   V—g  an,  so  erhalten  wir  mittelst 
iDgiAter  Rechnung:    ^       .   ,  ^ 

'  ■  •    '     ^-   •  I  -^     ■  •  .  '     . 

Nur  fiir  n  ^  1,  als^  nur.  für  die  Ellipse   und  dje  Hyperbel, 

sind  diese  Werthe  von  V,  V  endliehe  :toi%i  liestiniiitei  Gr^sseti, 
luid  naek  IV.  3)  ist 

HorttU»  «ich  der  folgende  nierkwördige  Satz  ergiebtt 

|>ie   geometrischen  Oerter  der  Mittelpunkte   aller 
aeb^ar^'f^  t^^'^^'leler  8^hneA  der  EHifise'itftid'H^^ 
gebti»  durch  den  Mittelpunk't  der  Cur fe.'  '     "'- 

|f\fr ,  fi  =t  1 ;  alKo '  f^;  die  Paralief,  werden  dic$  4Mig«h  Werthe 
VOM  V%  l^anendlich,  ,und  ^.irsmCi^s^n  daber  diesen  Fall  besonders 
b#kr4M>liten. 

Nacl^,  9)  ubd  10)  i^t  die  6Möhnng>  ^s^geoüi^trMblien  Orts 
der  Mittelpunkte  jßijffcyr  i^^haai^  p^lleler  jS^h;)i^li  19  diesem  Falle  : 

J2)...    (AK-'B)iBu'^Atf)'  '  • 


'  «1 


^tl»<^^-<»^•*^-=«%|Äv4•^ 


fmek  Htier  neuen  Meßode  emalpüeck  eniwickelt.  ,113 

oder: 

13)    .    .    .    {AK^ß^\B{u-0-T'A{v^g)] 


.   =0. 


also: 


oder 

15)     B(n-f)-Ait-g)+^§^(Af+ßg  +  C)=0. 

Die  Gleichung  des  die  Schaar  paralleler  Sehnen  der  Parabel, 
deren  Gleichnng  für  ein  constantes  K  und  ein  veränderlicbea  L 

ist,  halbirenden  Durchmessers  der  Parabel  ist  hiernach : 

I 

oder 
15*)   B{x-f)-A(3,-g)-^^(Af-{^ Bg \ 0=0. 

Nach  IV.  1)  ist  die  Gleichnng  der  Axe 

B(a:-./*)-i<(3f-^^)=0 
oder 

welches,  mit  dem  Obigen  verglichen,  so  dem  folgenden  merkwür- 
digen Satze  führt: 

Die'  geometrischen  Oerter  der  Mittelpohkte  all^'r 
Schaaren  paralleler  Sehnen  det  Parabel  sind  der  Axe 
der  Curve  parallel. 

Jede  datch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  oder  flyperbel  gehende 
und  jede  der  Axe  der  Parabel  parallele  Gerade  heisst  ein  Durch* 
messer  der  Curve.  ^ 

I 

5  21. 

Die  S^e^hung  des  die  Schaar  paralleler  Sehnen,  deren  Glei« 
chung  fflr-.pin  constßntfs.K  uad  ein  veränderliches  h 

Th«U  XXXI.  8 


I 


114  >  Vi^wnn^rff  'rthiM^W^  m^^imfe^  '' 

UX,  halbirenden  nureiime>iil«rs  i^t  nii^lii'^  id):      * 

.  .1 

+  |nM»+[(n«-.l)B«-^«]Ar|(^-.^)  }=0, 

*  l  * 

und  da  fiir  die  Ellipse  und  die  Hyperbel  dieser  Durehmes8er  durch 
den  Mittelpunkt  (FG)  der  Curve  geht,  so  ist  '  * 

■"■.;'    .  \,  +  n«(J  +  Ä^)(4/'+.%  +  C)".':.  ,;■'  ■  i  '■:*u^',-.r:u 

woraus  man,  wenn  man  diefe  Glj^ichfing  von  der  Obigen  absiebt, 
fflr  den  in  Rede  stehenden  Ulurcbmesser  die  Gleichune 

16)   ...    {«2JßÄf  ['(n«-l)^«-Ä«]!(a:--F)    ' 


-.-.  .  ;  >rv«i.  ,    ,  >=Q 


oder 

erhält. 

Die  Gleichung  einer  Schaar  dem  durch  die  vorstehende  Glei- 
chung charakterisirten  Dnrchinesser  paralleler  Sehnen  ist  für  ein 
veränderliches  £| :  <  :.-t» 

und  entwickelt  man  nun  nach  der  in  der  Gleicht/hg' lt$  a'nitge« 
spi-ocheiien  Rei^el  die  Gleichung  des,  diese  Sehnen  halbirenden 
Dufckmesj^ers,  so  erhält  man»  weil  ,  ,,.,        ,,  .. 

={7,*A^B^  -  [(n«— 1)4«— Ä«]  [(n^—l}B'^A*]\^} 

nM  JB{n«4  B+ [(n»  ^  1)  Ä" — /!«]  Ä| 
—  \{n^-l)B^^A*m*ABK+[(n*-l)A*-B*l\ 


i/  /    •     li  1.;  i 


nach  dlM»  mmM  MMod^  Ma/ffUse^^  mitmickeiL  V^ 

ist,  die  folgende  O>0ip.lMff,i  .       --    t    ^ 

18)     ....     .     .'   y^G  =  K(X'--F). 

Hieraus  €^fjueH''^i<^.der  fotgende  Satt:     - 

Wenn  ei^  Durchmesser  der  Ellipse^oder  Hyperbel 
eine  Scharr  pÄVait^eler  ä^ehnen  Kalbir^/  so  werden  die 
diesem  Durchmesser  parallelen  Sehnen  von  dem  der 
ersterenSchAär  ^äralieletS  eh  den  parallelen  Durchmes- 
ser balbirt 


! 


§.  22. 


Wir  wollen  nun  allgemein  eine  durch  den  Mittelpunkt  {FG) 
der  Ellipsö  dder  Hypititbel  gebende  Gerade,  a&ö  einen  beliebigen 
Dntehinesser  dieser  Curven,  betrachten,  dessen  Gleichung 

19)    J. y-^-G^zJix^F)  "' 

sein  mag.  Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte 
dieses  Durchmessers  mit  der  Ellipse  oder  Hyperbel  durch  X,  V; 
so  bikben  v^ir  ^n  4^reB  Bestimmung  die  Gleichusgen : 

r^Gs=J(X^F), 
n^{AX+Br+  Q^=z(A^^B^)\iX^f)^  +  {Y^g)\, 

von  denen  man  die  zweite  auch  unter  der  fVil^^^en  Foriii  darstel* 
len  kann,  um  sie  leichter  mit  der  ersten  verbinden  zu  können: 

ffl\A{X-'F)^B{Y'-G)^AF^^BG^C\^ 

={A^f)^(lx~F)^{f^F)i  G)]«t.  ' 

. '  llfaiH^V'^g^Qieiige  Ehii?icke]ung.  dieser  Jetztef en  Glei<^ang  er- 
hält raanV      ""  / 

...  ifi^\.\rMfr^{A^^'B^]{X^>P;f^  •'-  '  -  ■ 

•  ^  ' •  +  S| v^)i(ÄF  +-ffd  +  O  +(Jf' + Ä*) (f-F)](X-F) 

'VnHAV+^G+  0>-  (^«+Ä«)  {(/'->)«+  (g-G)*\. 
Nan  ist  aber  nach  IV.  3),   wie  man  leicht' ffnd^tV 

8* 


ll^a  . .  ^i^^merlvxti^mat  }imJße§H9tlmmB  i-^w 


«.  ■  '  \  •  .'        •  * ; 


■•,'.'  Mi<(.<F+BG-itC)*(il«H-»)üri-^«=0,  .•••,>    , .. . 


.  •   >     '.l 


a 

wodurch  die  obige  Gleichung  die   folgende  einfache  Form  erhält: 


:    f 


odei"  . 

» 

UD^^'I'^CQ^'^  der, Gleichung 

...  ,n,-t-.-J 


i:  .  .1 


hat  man  also  zur  Bestimmung  von  X — Fdie  Gleicihung.; 

.'■«.,.■  ■  *  • 

froraus  man,  in  Verbindung  mit  der  vorhfergehemleo  Gleichung, 
mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Z^iebeQ  auf  emander  erhält: 

{  X-F-+  njAf+Bg^  C)-A-  -V-  ; 

JF-tG^i    ;■         -     nJ(Af.+  Bf+Q  ,    ,:, 
oder,  wie  man  leipht  ,Q;nd9tt.,,  ,      i       •     • 


ntuk  eütr  mtue» ,  MeOmik  »nßlVttteJk  «UmMUlt.  1 17 

V  (««^  1)  Kit^i)  {A  ^.BJ)*-  (B  -  AJ)* !  * 
F_  r--  4-  nJ(Af+Bg-^e)  . 

*V(«*-i)t(««-i)(;^+*>j*-(Ä-^j]i*r' 

oder  aach: 

*  V  (I  -n»)  Kl-  n«)  U  +  Ä^)*  +  (Ä— J<J)«} ' 

■     »  •  ■  .  »  • 

w^  die  UWtite  Form  Mr  die  Ellipse,  die  erste  Form  Air  die  Hy-« 
peibel  die  meiste  Bequemlichkeit  darbietet. 

Im  Falle  der  Ellipse»  wenn  Dämlich  it<l  ist,  liefern  die  For- 
meln 22)  ßlr  JT,  Y  immer  zwei  reelle  Werthe,  woraus  sich  er- 
giebt,  dass  die  Ellipse  Ton  jedem  ihrer  Durchmesser  in  zwei 
Punkten  geschnitten  wird,  welche  offenbar  Ton  dem  Mittelpunkte, 
der  Ellipse  gleich  weit  entfernt  sind.  Denn  bezeichnen  wir  die 
Entferoangen  der  Dnrclischnittspunkte  vom  Mittelpunkte  im  Allge- 
metnen  datek  B»  so  erhalten  wir  aus  22)  für  die  oberen  und'  ffir. 
die  unteren  Zeichen  in  gleicher  Weise: 

o»v  «_  n«(I  f  J*)  (Ar+  Bgf  C)* 

**^  •  *    "^~  (l — ««)  t(l -n*)(A  +  BJ^ i(B-  AJ)*\ ' 

'In  Falle  der  Hyperbel,  wenn  näiulich  k>1  bt,   liefern  die 
Fomein  SI)  flir  X,  Y  nar  so  lange  reelle,  Wertbe,  als 

(«•— 1)  (A  +  BJ)*  -  (Ä  -  AJ)»  ^  0, 
d.  h.  so  lange  als 

odef  10  lange  als 

A+ßJy=:     1 


/"A+BJyzrz     I 


isL    Wenn  di^egen  ^ 

A  +  BJy  ^       1 


/A  +  BJy  ^       I 


ist,  werden  X,   Y  imaginär. 
Wenn  also 


~  »  •  •  • 


mm^.^,;--'i 


i8t>  i$o  schneidet  det^iinSji^jdU.Gtoichung  19)  cbarakterUirte  JDurch- 
Tneä8<#r  4ie  Byperlief;  |[at  ff<;Vf*    Wenndagegei/  ^     "       1 


( 


A  +  Bjy .      i  . 


k 


ist,  fQ  giebt  es  nfi(^^d6m  Obigen,  ffic  JT»  F  zi4ei  Islidiitfb«  völlig 
bestimmte  reelle  Wi^rfhe,  und  der  duröli  dfie  Gleichung  IW)  c^a- 
rakterisirte  Dbrcbiaes«FW  .s^huel^det  also  die  Hyperbel  lä  kWei 
Pubkten»  die  offe^hai^  vpa  dem  Jffittelpunifte  iler  Hyperifer^  gleich 
weit  entfernt  sind,  weit  man^  wenn  man  die  Entfernungen  der 
DmchtM^hnittspunkte  ..n^m  ...Mittelpunkt^  ^jfidfiri.Jtn.rAlte^ni^iyiW' 
durch  R  bezeichnet,  au9  21);»  man, jXkS^  d\^n^9fmf,9fi^Ad^»t  w- 
tereu  Zeichen  nehmen, 

i  r*^    :     ^  ~(n^lM<fi«-^l)M*»^)^-7M-4^)?i^..    ..-;: 

'erilklt" •      ■  " ■  '      '^'^    '»,:•. r-i-«'    '.li'ilt.-  -i  .    •  .  .I»>.:i-    .-.-Üj;«.'- 

. 'Gewissermasseii- 1»  d«r/ Miffte  ^fs^isebem  dem!  beideirvorlieig«H 
hmldbnFftUett,  auf  der  Gffifaze  zwischen  deiiSdkn^e*»Md  Di^Nhi 
schneiden,  liegt  der  Fall,  wenn        ■.!*■.  •     ^•    r»  !>.•>>.  j.«    ):ui-    *il» 


ist,  WO  JC^  F  unendlich  werden,  welchen'  FifMi;  delv  «ffieiibuffbei 
der  Ellipse  gar  nicht  fookbmmen  kann,  wir  dabei:  jelat  f||es4ii4Qlvä(i 
betrachten  müssen. 

Wenn  wir  aus  dief  Gleichung  j    .^ 

il+»/\«  1 


-) (^) 

oder  ^ 


«*  — 1 

i 


•j;.     .  '    \'ib- 


t>   »•  •     'r        •..! 


26)    ...    .    Ä— JJ^±M+i5J)V^«*-l 

die  Grösse  «/  bestimmeh,  6(i  erbaMit  wir!  ,' 

27) «/  =: ' ^■,.      .     —  f 


<i 


mack  ^ner  ^€ueß  MOkadß  4m9iyiH€k  enMckeU.  Hft 

apd'die  GMcbutgen  zweier  durch  dep  AliUei[Hii|bt  der  Hyptebet 
g^l^ndon,  Geraden«  Wie\clie  gewl^reeriMf^nüiaf  der  Gt&bkIi  «wi« 
sehen  deo  die  Curve  schneidenden  und  nicht  Bcbneideud^n  Durob^- 
meivem  li^en»  sind  also: 

28)    .    .    .      y-.G:^^fj^^^^(a:-F). 

Aus  einem  Grunde,  der  weiter  unten  näher  erläutert  werden 
^     wird,  nennt  man  die  beiden   durch  dieM  Gleichungen  charakteri- 
sirten,  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden  die  Asymptoten 
der  Hyperbel. 

Nach  IV.  1)  ist 
dlhjr 

nDd  folglich,  weil  nach  IV.  3) 

.  'l-     '     ■  ■  '■         ■  .  .•       . 

die  Gleichung  der  Axe  der  Hyperbel.  Ist  nun  (XT)  ein  beliebi- 
ger Punkt  in  den  Asymptoten  und  P  das  von  demselben  auf  die 
Axe  gefällte  Perpendikel,  so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen 
Geometrie 

mid  nach  28): 

Also  ist,  wie  man  leicht  6ndet: 

also  nach  dem  Obigen: 


■  :l  'r 


^  (n»~i)(^-e.^)(jc-.jF:)t 

«^9  SS* ■   m      1 1    i.i  I     ii  ^r  I    ,. 

.(Ai:B^n*-l)*  , 


läD  • '     frmneri:   TkHofie  dar  KtgeiBckniUe 


V  A-«\ 


Beseicbn^i»  wir  die  En^rnttng  de»  Pünkti^  (JT F)  Wn  d^'Hllt^ 
telpunkte  (FG)  der  Hy|>erbet  dnrch  E,  so  Ist  oach  dem  Obigen/ 


Folglich  Ut 


abo 


:    t     '       !        .  !  ■  '  '  .   I »  •■. 


29)     .    .    .    p^E^^^E^X-Q-y. 


K  . 


Hieraus  sieht  man,  dass«  so  lange  jEsich  nicht  ändert,  aiiqh 
P  ungeändert  bleibt,  so  dass  also  die  von  allen  deich  weit  von 
dem  Mittelpunkte  *  der  Hierher  entftrnteii  PunKte  def  beiden 
Asymptoten  auf  die  Axe  geftllten  P|arpendikel  säi^mtlicb  einaDder. 
gleich  sind,  woraus  sich  ganz  unzweideutig  ergiebt,  dass  die  Axe 
die  den  Scheiteln  der  Uyperbet  sugekehrten^ '  180^  nicht  überstei- 
genden Winkel,  welche  die  beiden  Asymptoten  mit  einander  eip- 
schliessen,  halbirt;  und  bezeichnen  wir  also  den  von  der  Axe 
mit  den  beiden  Asymptoten  eingeschlossenen  spitzen  Winkel  durch 
c9>,so  ist  offenbar  . 


8in'fi»  =  |^y  • 

also  nach  29): 

woraus  sich 

•■^-     '''.      .  \  ■    ■ 

ZV)      cos  m  ±z—  , 

n 


r 


und  folglich: 

32)     .'   .    ...    .  .tang«=  Vw*— 1 

ergiebt. 


I'T*      I';.    ■        ':■  tl         '■•  j        .--. 


/ 


.IV 


...J. 


Der  von  den  beiden  Asymptoten  eingeschlossene,  180^  nicht 
übersteigende«  den  Scheiteln  iei  Hyperber  zugekehrte  Winkel  ist 
2a),  und  aus  dem  Vor^ergeht^n^^ii  ergiebt  sich  leicht: 
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38) 


■I ." 


Fflr  die  gleichseitige  Hyperbel,  also  «la^h  §.2.  für  fi=:  V2,  wird 

6in2e»=:l,    cos2e»  =  0;  * 


worao«  sieb  erglebt»  dass  die  AsyBiptottn  dfr  gleiohsei^gen  Hy« 
perbel  auf  einander  senkrecht  stehen. 

§.  24.   ' 

Wenn  (19)  lai^  |b«Ilebig«r  Punl^  ist,  ondl  wir  dor^  dieMu 
Punict  eine  mit  der  einen  Asymptote  parallele  Gerade  legen,  so 
ist  nach  %)  die  Gleichung  dieser' Geraden: 

■  "  « 

und  bezeichnen  wir  nun  im  Allgemeinen  die  Coordinaten  der  Durcb« 
schnittspunkte  dieser  Geraden  mit  der  ■  Hyperbel  durch  X»  9l  so 
haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

ii«(  J*  +  Äy  +  Q«  ==  (^ +  i?a)|  (»-/)•  + (V -5^)' l 
oder: 

= (^  H-  B^inx-r)  +  Cr-/)]»  +  [(V  -V) + (V  -y)]*l. 

■>  ..     ••      .  •      '•  .  •  ■■         ;  ■  ;  .■■•. ,  .  ■■:    . 

Die  zweite  dieser  beiden  Gleichongen  bringt  man  nach  ge- 
höriger Entwickdlan^  leicftt  adf  dib 'folgende  Feritt? 

0=     {n*A^—(A*+ B*)](3i-r)* 

+  {n*B*— (A*  +  B*)\(lpr-»)* 

+  2nM»(«-y)(»-i>) 

+  2 1  v*AiAr  +  »> + .CJ-  (A^  +  B*){r-n  |  (*- jr) 


W  :.\-^iM¥^t':ff.^\f,W^ 


tW. 


Wegeu  der  ersten  «ler  beiden  o^^^n  Gleichungen  icaiiu  nian  aber, 
wenn  f  einen  gewissen  Factor  bezeichnet, 

Ketzeii,  und  die  GrSsat^  i, 

ist  also  das  Product  von  S*  in  die  Grösse 

j%«:4*-(>+Ä>)l(J±BV"««^)«-l-j««li«-(j<"ihÄ^I(ÄiF^V'*?=l)« 


-  ( J»  +  Ä«)  I  ( J  db »  V'ä*^^  +  (Ä  T  ^  V^«^»  I , 


il'.t.  i'i  ■ .' 


•M  •  I 


«veltiHk;  «ich-  so^eloh  aofdie  Fonii 

■•■',-*.'  .  .  •        :■■ 

brin«;en  lasst,  und  folglich  verschwindet.  Daher  verschwindet  auch 
die  Siiiiinie- der'  drei  erstell' Glieder  in  uhseret  öftigen  Gleichung, 
und  zur  Bestimmung  von  3F,  Üf  haben  wir  daher  die  beiden  fol- 
genden Gleichungen  des  ersten  Grades: 


< ". 


(BT^Vn«-  l)(«-y)  =  (^±BVn>— 1)(P— V), 
'  2  \fA{Ar  -i-  B^\  C)  -XÄ*  +  B»)  (y-/)  I  («  _  y)  j 
+  2 1 n'^BiAx  +  Bt>  +'C) - (A*  +  B*)(.v -ff)iOf - v)  [  =  Ö , 

durch  deren  Auflusung  man    •'  >> 

_       AJ:BSfn*-zl 

^«•(AiÄ|,f(>n«(^jMHirfVl)(r~/)Tl(l<Tf^fi^^1)(«>-^)l' 


n»eM  ttamm^tieii^ MettoOä  mitmigmskimtmlekett.  )99 


^  n*-l 

««(^y  +  g»  -f' P)*^M<-HigP)>»-A)*-i- (»-y)*l 
erii&l^.   '■        ■  V     »i.   ■■ '  ^     i   ..    .'  '.  .  ■«  '  .1  .  •  ■' 

f  n.-    »?     :.!••'.        .     :  '»  ■         '.-..'  .\      •       .         •  ;.  .      .  ...        »'  i    '    ' 

.  Ut^jrau«  eiieM<iii«n>:)dMB  j^i|ideii»it  der  eiMu  Aier,>«i4(aL|^ 
Asymptoten   parallel   srczogene    Gerad.«   ^\m  tlypef,|}fl. 

nur  in  einem  Punkte  schneidet. 

J  -  -  <    *  .  i 


■•• '  §:  2&. 


I « 


»  .*. 


Nach  28)   sind  dieGIelchiidgeni 'der  heiden  Asymptoten  mit 
Beziehung  der  oberen  uncl^uliteren  Zeichen  auf  einander: 


...j         •••.    .    I.     .••••   t 


__.  ■       '       r         ..  I   I  «.  >    ■  ■  ■ j 


V  —  w  =s ——7==  (X  —  f" ) . 


A 


Diese  beiden  Asymf^töten  uoMen  wir  nun  als  die  Axen  der  Xx 


pösi'tiviBn  Theileh  diesei'  Aien  mit  dem  positiven 
der  Axe  der  x  eingeschlossenen  Winkel,  indem  wir  diese  Winket^ 
von  dem  posi^iveii.  Tb^ile^  der  Axe  4er  ^r  an  durch  den  rechten 
Winkel  {x^  hipdnrch  von  Ot  bis  360^  zahlen,  respbctive  ^urch  | 
und  r{  bezeichnen.'  Dann  ist  nach  deh  Lehren  der  analytischen 
Geometrie,  mögen  fliese  Winkel^nu^,  zwiscbe(i  0  und  1^  oder 
zwischen  WO*»  1^4  3(»*^  «eg^na  ^  '  V   ' 

^       ^      ß  +  ^Vn^-H 

woraus  man  fcitttfelst  #er^  FVorfneln  t  ^  A 


'"o: 


■   ■    ■    tangl«  .  '     tangij«      , 

leicht  erhält:  .1-1..;-.    •:,■,,   i»».«   ,•      -   ' 


lÜ  ''--'^  ^m^m^tf^^^'-MmtU^iim  ä00H9€imtm 


»» *\ 


Weil  man  aber  die  positiven  Theile  der  Axen  der  ar|  und  y|:  be* 
liebig  annehmen  kann,  und  die  Winkel  £  und  ti  zwischen  0  und 
180^'  tfder»  zVisdien  ISO^'  tmd  360»  liegen  kOnnenv  so' wl#4  es 
offenbar  immer  verstattet  sein,  '    * ;  : . 


• .  f. 


,.„...,...,  B±4V»«~i 


Si01}=: 


nSTA^^-m.,, 


•  \ 
»  f 


ZU  setzen,  woraus  dann  mittelst  der  obigen  Formeln  ffir  die  Tan< 
genten  femer 

atbV^-[ 

Gosi;= 


■».  «• 


nV^il«  +  Ä» 


folgt,  so  dass  wir  nach  den  bekannten  allgemeinen  Formeln  (ur 
die  Verwandlung  der  Coordinaten  die  folgenden  Gleichungen  er- 
halten: 


3S) 


•  r 


oder: 


36) 


.T—  r  = — ■  ^—       =— a?i  +  —    >  '  y t  > 


woraus  sich,  wenn  man   diese  Gleichungen  nach  a?i  und  y^  auf- 
löst, ferner  leicht  ergiebt;  im  {. 


'>  \  v-t    ,  \J.  37) 

'  *'  2V(i«*--l)(A«+Ä«)  ' 


>-.-».         ■*  ...        -  .\ 


^  « 1  (g  T  /<  Vn«  -  1)  (j:.-  f)  -  (^  ±  ^  Vli«:^)  Cv  -  C)  < . 


oder:    '  '  V;'   '  ^  •''  •  ^ '*  '" 

38) 


^  ^  :  H I  [^(r-F)  -^(y-g)l  J:  M(!r -F) -f  g(y-  C)iyTO,| 
'      ~  2V"(n«— 1)(^«  +  Ä»)  ' 


..  -       i'- 


_     n  { [g(a:-  F)  -^(y  G)]  f  [^(^-F)  +  ^(y  G)]  V^n«^l) 
^*  2V^(n«-l)U«+^«) 

-Ana  diM^n  beMen  Gleichungen  erhält  man  durch  Miilt]|ptic^tion 
auf  der  Stelle: 

39) 

.     _     H«  [  [B(x-F)—A(g-G)]*-(n*-l)  [A(x-  F) +jB(y-iG)PI 
*»*•—  4|[n«  - 1)(^«  +  Ä«) 

i     _■      '      ■ 

oder 

40) 

n*{{A»^B*)[(x-F)H(lf-G)^-n*iA(a:-FHß(a-G)l^\ 
«lyi  = 4(n*-lKA*+B*) ^   • 


Nkdi  IV.  3)*  i«t  irao: 


»i     '■•  •  •  .  ;•.•  .  ,.,J    ; 


.•./     t 


I  1 


also: 


. :  ,        .  ' .  .         ■     ■    •  ■  i  :        r  »VI 

'     ■  •  •  '     >■•.-■  i  ♦# !       .  "  . '        » •  r 


(^+Ä«)t(a:-F)« +  (y- <?)•) 


•'     .■.•  •  -  ■■    ••■   •  •;  '■■  ■■  -  {■-.        ■'  •  -..  f  K  u\.  .1 

n*{A(x-F)+B(ff-G)]* 

■  '  '  ."     -         .      V   V  •     '  ■-•'--    t. ;'  I  • .-.     i»  »      •     .      I  ,  . 

a«'(^/--f  gy  +  C)(^;r  +  Bs+C)  ,  nHAf+Bg+  Q« 
+  n«-l  +        ö?^l)* 

.  lat  «b«r.(^,V),  und  roilglk'h  auch  (;i^^i),  ein  Punkt  ^e^  Hyperbel, 
•o  ist  nach' 11.  2)  ■ 


■■•    ••' : 


iA*+B*)\(X'-f)*  +  (!f-9)*\-nHAj:  +  Bt,+  C)*=:0. 

«.■♦:"•  •      ■  1      '  ■  :     ' 

■■"■.,  •         , 

aUo  nach  dem  Obigen: 


T.f 


•  h  \ 


tiild  fotgJidi:    '  i   •  ^ 

4i;     ....    ^i»i  — 4(^2_l^2(^«^j52)• 
Nach  IV.  iÖ),  17)  ist  also:     ' 

41*)    V    ;     .    .    .    iiyi*=ät*=ii(f*  +  ^*)-' 

Hiernach  ist  das  Produet  oti^i  eine.^i^stante  .Grosse/  and 
wenn  also  a^i,  absolut  genommen«  in's  Unendliche  wächst,  so 
nimmt  yi,  absolut  genommen,  iri's  (7nendlicl|e  ab,  ohne  jemals 
zu  verschwinden,  woraus  erhellet,  daiss  die  Asymptoten  sich  der 
Hyperbel  immer  niehr  opc^  ii^f hr  .«nd  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade 
nähern,  wenn  man  sich  i|i|  ih|i4&n  Immer  weiter  und  weiter  von 
dem  Mittelpunkte  der  Hyperbel  entfernt,  eine  Eigenschaft  dieser 
Geraden,  die  zu  ihrer  obigen  Benennung  Veranlassung  gegeben  hat. 


.  \ 


I  ■ 


§.  26. 


0 

r.,Z^ ,  4fK  '^^  \  ?orhergeli«ndea  Paragraphen  gefundeni^  merk- 
wirdigeh  Gleichung  wollen  wir  noch  auf  ^ine  andere  Weise  zu 
gelangen  suchen,  weil  uns  dies  Gelegenheit  zur  Entwickelang 
noch  einiger  bemerkenswerthen  allgemeinen  Relationen  geben  wird. 


Wir  kebr(ih  ct^hiilV 'wieder  in  dea  bellten  W^.  ^4.' gefuif 
denen  (ileichungeu  -    \  i      ...:•;    i  >•,  ;     ;      >  •. 


zurfick,  in  ttehei\  i/ek}inntlich  (ttf)  ein  beliebigeh' Punkt  bf,  ^nd 
(?y).d#n.PiM*cb8€hriitUpi|dkt  muer  durch  dan  Punkt  •fyn^y.tf^r^U/^ 
mit  der  durch  die  Gleichung 


1 1  '  . 


charakterNii'tfti)  Asyn^ptole   g^ltg^n  Geraden  *  mit  der-  Hyperbel 
bezeichnet. ' 

Die  zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen  kann  man  auf  einen 
anderen  benierkenswerthen  Aasdrtidc  bringen.     Denn  es  ist 

fflA{Ax^Bp  +  C)-(A*  +  B^(r  -f) 

tsn^B\A(x-^F)-{-B{t^G)l)^{/l^^lP\{l,-e) 
+  n^B(,AF^\BG  ^X!)^(A*-t  B*){G—g); 
and  nack  IV.  3),  7)  ist: 

n*A{Af^BG-^C)-{^±fPiirr'A^^-...  . 


eu* 


nW(AF+BG  f  C)-/^^+Äa)(G'-/y)=0; 


also: 


1  * 
:       .   .  . »      ^t 


Ferner  ist: 


=  n*A  M(r  -  F)  +  Bin  -G)  \-  (A*+B^{r  -  F) , 

■■■■  -t  ■    I  •  i 

n*B(Af  +  »^+  €)  *-M»H-  B*)(v-gy 
=.  ««ß 1 4(js-  f^  +  B(v-^ G)\r^(4»-^  B«)(i>  —  G) . 


m  ..  ■9f.f!l»trt;  .T»iff^,.g^,  Km^¥>^  .  . 

.     «•(4>r+Ä9tC)«-(4»+.^J0t-/)M-<«.-y)*>. 

+  2\n*i(4F+BG  +  Q^XA*-  +  J8«)(G-ff)  KV  -  G) 

.  ,  +  rfiAF  ir,BG+  Q*-  (A*  +B»)  ]  (F-  /)«+  (G-fir)"}, 

iMo  nach 'dem  vorher' Bewiesenen,  und  weil,  wie  inänavs  tV. 
3),  7)  leiclit  findet,  » 

n^AF+BG+  C)*-{AHB*)  {(P-nH(G-9^  I = T^^^^Z^— 

ist; 

'     •     n\Ar^■Bxi■{^Q*—(:JP■^B^\{x-^f)*^^{^^S/)*\ 

=n«{/l(r-F)  +  Ä(t>-G)}«-(/l«+Ä«){0f-F>«+(9-G)«| 


<i ' 


PITT 

Folglich  ist  die  zweite  der  (»eiden  obigen  Gleichungen,  von  denen 
wir  ausgingen: 

2{nM[^0r-F)+Ä(«>  -  G)]-*(^«+Ä«)(>r-F)K«-jr) 

+2ln«i?[^(r-F)+fi(i>~G)]-(il»+fi«X»>-G)(?>-«>)l 

—  n»— 1 

Legt  man  nun  den  liis  jetzt  willkflhrlich  angenommenen  Punkt 
(rv)  in  die  durch  die  Gleichung' 

charakterisirte  Asymptote,  so  ist 


1    •    » 


»lno,  iri«  man  le^ht'^iH^:  .  j. 


^(,^1^  +  V(,_  O  =  ^^^^±_=(,-  G) 


und 


•-.'ft  '         -".'.     £  *'    ':    t  .  ■  -       -■    V 


;    I   ■ 

,•  fl.v  *  •  ■* 

Folglich  bi  otat^r  ffef'  gemachten  Voraussetzung  offenbar: 
and  daher  unsere  obige  Gleichung: 


+  \n*ßlAOc  -F)+ß(p-G)]-(A*-l-B*)(tf~  G)\(V-n) 


'    rV»    (: 


,.      n*(Af+Bg+C)* 

™        2(n»-l) 


Naa  Ut  aber 

««il[i<(f- F)  +  1»(V  -  G)]  -  (^«  +  Ä«)(r- F) 


'_ .  i  \  -  - 


=(^M'^':;'$tf^.-.) 


i?:    rr  —  i-v*^        -■'      =:":; 


«•Ä[.i(r-F) +Ä(i>-0]  -  (^+in)(v-  G) 


folglicb 

TKtil  XJLXI. 


(V-G)Of-tf) 

■:  I 


:j^^?^,^-.Wr'^-]Bjw^^;^-; 


ll,(*< 


Nach  dem  Olftgetii^i    ^  '^^ 
also : 

oder 

43) 

Ferner  ist:       ^*'"'  "   ^  ^  ^  *' 

Alle  diese  Producte  sind  also  con»taote  GrSssen.        diil)|fo1 


nach  ^ff^iJim^rsJIHMßr^m^piink^nfmickeJi.  U] 

Weil  nan  .  o  .« 


ii»t,  80  erhält   man  au8  den  Gleichungen  42)  und  44)«M«tlUin:  i^mh 
dieselben  quadrirt  und  addirt: 

also,  wenn  man  diese  Gleichungen  zu  einander  addirt: 


45) 


tlU 


eine  Gleichung,  welche  offenbar  mit  der  auf  ganz  anderem  Wege 
gefundenen  Gleichung  41);  <Wenn*  Mian'Hdfes^lbe'auf  das  Quadrat 

r»J.;.1    T. :!.•,!    i»;«;!    V..'--    -J-.!'..!    ^iV.f'     'J"*''"      '•  *■'        iV,  v  ^  '     '      ■^•"'' 

Berö^hre^nde^l^i^^eji.^,j 

Ein  beliebig^  Piiiikt  v«wffl  K^g^^^ilto'^i  X^i^i).  Denkt 
man  sich  nun  einen  zweiten  Pqnjct^  {^!^  x'^^ß  rv^^^)?f^°'^M'l'*^Nld 
legt  durch  die  beiden  PunlH^'  t^i^i)  und  (o?^^  eine  Gerade,  so 
ist  deren  Gl^chmP)|p'.\  ^  rj.  ^  -r'>  \  'a*\  }  \0  ,l.-i\ 

Weil  aber  (^ij^i)  und  (^af/^)  Punkte  des  Kegelschnitts  sind,  so 
ist  nach  VII.  2),  tvenn  wir 


^  !   ..Ä  •     Y\.^V•. 


,  s 


'■'* "  *■•  l   '.l'Wi(W*^»)'  •  ♦  =r#4(»i.+w*'-' 


9 


• 


Wälclie  OliTchun^  6e'rileli»n''Ü6tcMachiiii^D'  gr)»gg«  Bi^tadeÄIRi- 

so  mfisste  man  in  Folge  der  in  §.  6.  gemacbteD  Be0ierl(uii|^rf#a 
Glei(;huDg  1),  aaf  den  folgenden  Ausdruck  brincen: 

1  I 

WMiui»t'iBUili<tdtfini  fiMih'imk  in.iMm:an|^eföhrtpiii:0dBb9r§|»tNNr!#er 
j|ieb<iliM/  «Mirgehi  «!#  GlUohan^der  den  Knlis  uii'd*nilhiiilB^<iilyii 
0(Brr4lb»«fiävfi  ^di^  Gliftebang>{   il^..:-   ^  ^r  ^  i  -^'       .vi|i.)  '»>;  .-■<  «a^l. 

Jfl:      9 
ergiebt.    Wollte  man  die  Gleichung  3)  benutzen,   so^ttüMr^Mlii 

bringen,  woraus  sich  dann* Mach' 'detasellMii. Ragdn -  trie  vorliei  fiir 
die  iterö'hrende  die  Gleichung 

ergiebt,  deren  völlige  Ü^bereinstimniunpf  mit  der  ooigen  Gleichung 
leicht  eisicbtiich  i^t  ^^^nJ  mati  sie  Auf  dii  Borm 

bringt,  und  bedenkt,  dass  nach  §.6.  (^   "' ^«!  f 


^ÄÜdamttllÄl^i.^b    Hill  i\-':uvm\iiTui    v.u      !/     '«i'  :.;»ki»*»il*nih    |.r»U 


«•♦'.      •//.     vii-      'l'J.     ■  .\  '.)X(.  »u     -.;.;iiii/-       ;      f:!-:-       ...     .,.{,     .-i^rii,,! 

'  •  •   •>  '.      '      ''.      '.    .1',^     •• '   '  f..  *   '  .jj  iifi'i 

woraus  sich 


erglebt  Gfiiiräül^  si^lit '  mkit\  cläs^  'filr  '^lec/- Voti  dem  Berühr ungs- 
punkte  (xiyi)  verschiedenep  Ptinkt,^(a:^)  der  Berührenden 

ist,  upd  djUE^^folglkrlr^nhclh  dem^ii  f  B. ) hei^iiM^MD  Satze  alle 
Punkte  der  fierülireiitteil  %it  Aiibriabine  ides*  BcMhmftgspänkts, 
also  die  ganze  Berührende,  ausserhalb  des  Kegelschnitts  liegen, 
woraus  denn  aü^h  fjäfkt A^n  selbst  folgt/  dassi^di^  Benihr^de 
ausser  dem  Berührungspunkte  keinen  zweiten  Punkt  mit  dem 
Keg^chnitte  gcM^id  haben  ^k^n.  '  ^        \       ««  ^V 

•)  E«  i«t  Blljremein  •      ''^       '*  '      '"  ^*    '        •:      •'' 


MM*  ttm'wmm-.iimoS»-  wimitrm^-mmMMt.  If^ 


Wi»Ut4!'ditf<fblg«i4ft,Cilekbang:rM- ' '.  ..:    )•'  ,.'*» 

«roraas  »ich,  mit  Rficksicht  auf  die  Gleichung 

k'iÄäi,  +  Ä^,  -i-  C)«-(^«+JS«)l(*|-/)«  +  (yi-i;r)*|5=0.      • 
leicht  die  Gleichung 

+ 1  «»fi(^x,  +  Äy,  +  C)  -  {A*  +  B«)(.yi  -^)  I  (rj  -  o) 

■  * 

•rgiebt,  welche,  in  Verbioduiif^. mit  der  ersten  der  beiden  zwischen 
tf|i  9|  Statt  findenden  QJeichungen  leicht  zu  den  folgenden  Ans- 
drficken  führt: .  *.. 

^> 

^_   .         ,      n*A{Af-\-Bg-\^C){Axi-k:Byi-^C) 

_  n^BXAfr{^B9■^C){Axl^^By^^^C) 

"'     ^^      (^'  +  Ä*)  t  (^/+  Äi?  +  C) + (n«  -  l)(/ljr,  +  Äj^  +  O  • 

■ 

Aus  der  zweiten  der  beiden  zwischen  u^f  v^  g*itenH«ri' Glei- 
chungen erhält  man,  wenn  man 

setzt,  die  folgepde  Gleichur^: 

-XW^AiAxt-^Byi  +  C)*^(^«-|-fi«)(J^  -/)!(*.  -ir) 

.»vi:*  t'"* 

=     I  n*B(Ax^  -i-  l?.vi  +  O  -  (^«  +  Ä«)(yi  -  g)  \  (j;,  -  f) 
-{n'^AiAx^  +  Äyi  +  C)  -  {A*  +  B«)(x, -/) l(yi  -^r) 
•     =i     n«(^x,  +  %,  +  C)"|  ^(Ä-,  -/•)  -A{y^-g)  ]',''' 

1     '         •  .     ■       ■  '  *  - 

I 

lind  verbindet  man  nun  diese  Gleichung  mit  der  ersten  der  beiden 
ztnscben  ti^y  r«  Statt  findenden  Gleichungen,  so  erh^M  m^n^  weil 


^(^1— /)— ^(yi— ^)  sich  auf  beid«i"(^»b»diMl:iBlTM»a:aiir- 
hebt,  ln^tit  dje  f<^Igend^,(\|pM^ck«|i^  I      .^  5  .«K»  *u 

Die  beiden  zwischen  u^ ,  v^  Statt  findenden  Gleichungen  kano 
man 'auf  folgende  Art  (iiisdrticken:     ^  ^  •       '^    J    ;•* 

'^  ..         '    .  •  I       \  1   .  i  '"'       I 

und  erhält  nun  sehr  leicht: 

^1  .<(j;i  -  f)  +  6(}ft  ~g)  i 

gU(^,-/0-fMy.-y)>.  .  ,  ,    ..    'r 

e,— ^_ ^4+^^ ^' 

I 
■  * 

oder: 

ist,  »o  ist  nach  5): 


'/   va4*      '  <  •       «  •      •".''' 


«  '  I 


*  •  •  * 

woraus  man,  wenn  man 
'wtzt,le!cfcl»"*ASft:  •      '  '  :.    '  .      ,'  . 


S        1 

Ferner  ist  /    '         >     *       \ 

2:«  =  («,-tt,)«  +  (c,-rj)«, 

«  ■  I 

aUo  iiacfi  5)  und  ,6):     '  < 

€kiu«se«    •W<M^iiAc]b^Vt.-2)»^vHmii'/i  dte  Pammtter  der  PitmMI 
bezeichnet» 


ist,  so  ist  •  *.      '      »'S  -'  '  ^ 


10) -S  =  4p,  »r  • 


also  bei  der  Parabel  die  Siibnormale  immer  dem  halben  Parame- 
ter gleich.    "    *  c  i  A  i  .      ;  ,  *   i 

Bezeicbnet  P  das  von  dem  Berührungspunkte  (xiyi)  auf  die 
Axe  des  Kegelschnitts,  deren  Gleichung  nach  dem  ^Obigen     .^ 

ist,  geßLitte  Perpendikel,  so  ist  nai^l  (j^^^^i'^n  der  analyttsclien 
Geometrie : 

in  /^--ig(^i-/)-kvi-iy)i* 


Nun, ist  aber  aus  einfachen  geometrischen  Gründen  offenbar; 


nn<l  folulich  nach  JO)  nnd  1I)P: 


'  1 


12)        5t=^  {fl(j,,-/)-J(y,-y)t« 


*■  ^  \*» , 


kA*  +  Ä«) \Af-i  Bg+C  +  (n*- 1) (Axi  +  üy,  +  C) »• 

ZxLt  BestEtthrang  von  f  hat  ihao  TersehledeM  Ausdrüeke»  von 
denen  wir  die  folgenden  bter  anffibren: 

13) T=^]S^^N 

und 

14)      .     .     r»=~2V*=:S(S  +  l?)=S«  +  f», 

die  eich  sämmtlich  aus  ein^  gfanz  einfachen  Betraobfang  ähnlieber 
Dreiecke  ergeben;  die  Einf&hrung  der  obigen  Ausdrücke  von  2V, 
S,  2,  P  in  diese  Formeln  überlasi^n  wir  dem  Leeer. 

Wenn  wir  die  Entfernungen  des  Durchschnittspunkts  (if|e|} 
der  Berfihrenden  mit  der  Aze«  des  Durebsehnittspunkts  (titts)  der 
Normale  mit  der  Axe,  des  Durchschnittspunkts  des  V09  dem  Punkte 
<iri|i^)><aufidie  A»»  yftHteUrPerpmidiki^iinht.derscJj^n  vw  ^W 
iBMHq^ui>ktef(^>«rM#e^  so 

al^o  nach  4),  5)»  6): 

.  1«)        . 


;      ..« 


-  (/!«  f  Ä«)  |,( V+  ä/+  C)  +  (««-- 1)  (A:t^  +B^  +^i«  • 
.  »'.  ^ !  (^^1  +  %i  -fr  9  -(Af+Bg  +  C)  I« 

> 

Für  die  Parabel  ist  n=:I,  also 

folglidiy  Wenn  fSr  jeden  Kegelschnitt  V  den  von  dem  Brenn- 
punkte (fg)  nach  dem  Punkte  (oti^i)  gezogenen  Vector  bexeich- 
net,  nach  V.  2) 

16)    .    .    .    ,    f    .    ^    .     £1/^=:  F,. 


-^  ...   -         ,• ...     .^    .4 .1. -...'■.■•  .V  ;    ^- 


• .        i 


n«(^i+Äy,+C)M(xi--n+Ä(y,-^)|-(^»+fi»)((«i-JOH(yi^i;)*} 
oder 

vnd  foiKiicn.  weil  .bekanoUich  .       ,  =     ,■ 

««(Jx,  +  By^  +  Cy -  (4*4«Ä") l(*^i -/)?+  (yi  -i^)')  =?0,«J 
Ut,  das  Quadrat  der  Grosse  .    «.  •  M  -„..      r 

-  n\Af-[-  Bg  +  O^Ax^  +  ß«,  +  C). 
Der  Zähler  von  P|*  iid  das  Qu^tat  der  GrOsse 

Nach  IV.  2)  ist  aber:  :     i  .j.M 

-1»    .«i.i?     «Mf  •     »...1    .!  i    ,v».»     '•  i;i->-i    n.f<.-.i    fv-i-    '»■»    --.ti    ,    ) 

A(xi— fi)+B(ffi-gi)  "■'•-■'  ■^'''    '^  '•■■■•   '^ 
z:zAxi  +  By+C+^^(AnBg^C),      ,„  

setzt:' 


^ 


it..  ,, 


•Ul'^.i   '^vL/i'^   L^oA  t    ,i.ti,-A-- )  K.> 


«.'\ 


Der  gemeinschaftliche  Nenner  von  P*  und  Pi*  ist: 

oder ,  weil 
ist: 

oder :  *        .  '-  < 

Also  isV:  *    i    '     ^  '     ' 


and 


•  ,* 


4    -   >  f  o>  .  \i''T     2     •   Af+Bg  +  C  '• 

,1    -'V\  I  M.)  ='.<      i,  *    "  ■     / 
Hieraus  ergiebt  sich 

•  (:>    I'':!  icm;i:..     lüi   .<)«i|iir'i  vib    ivl    M»>il'»i<S    .:tT><lr>   •>iö   ni;.'ll  «ir>-o 

and  folglich  ,.,,;.  i,.i,..„,|f 

1      ▼  -«   -f-Xi"  :  l-.il d*»ia« 


weni^  man  f&i^  die  füRpiie  tradillyp^rdel  nM^efcÜvi  da«  obere  und 
das  untere  Reichen  nimmt*    Allgemein  Ist  nach  IV^  18) ,  19) : 

Z6)       .......    PPi-b^, 

das  Produet  PPi  tiisö'eihe  eönk^iante  Grösse.     '^        ^^  ' 

Für  ^i^  ^AVabel  Ist  iiacli'^));  .    .       ..  .    , 

und  nach  V,  .1) 

•     •  •      ^^-    '^+^'-^*-  ■■■■■'-■ 

also: 


I .. 


Ifär/idie: Ellipse,  vqd  |]ypert>^Js^.  mcb,  V,  I>,  ]3>:  ., 


F»= 


^«+fi« 


al«o  nach  21)  unil  il2),  wi*  man?  Ifeiirtit  findet 


I      i 


*  1^ 


«sf^       •        •        • 


t  •■  , 


.*^,,^HmB9^Ci*    F,. 


wenn  man  die  oberen  Zeichen  Rir  die  Ellipse,  die  enteren  f&r  die 
Hjrperbel  nimmt 

Nach  VI.  2)  ib^  wi«n  p/  wie  gewShnlicht^  t^n  Parametnv  he- 
aeichnet:  '    •"  i  •  - .     f     •    _  ••  -    ■ 


-  naek  Uner  neuan  Mettutii  tmalpUtt%  enMekelt.  149 

,  _  An*{Af-\-BgAC)* 

abo  mit  denselben  Bestiromangen  wegen  der  Zeichen  wie  vorher: 

p^         V  p^         F, 

also  fiir  die  Ellipse: 


31) 


und  fSr  die  Hyperbel: 

Ferner  ist  ffir  die  Ellipse: 

3?>  ''^»=4(i^„-^'  i-»'=4lk'  "=V^-4pk' 

und  für  die  Hyperbel: 

Ffir  beide  Torbergehende  Carven  ist: 

35)    . P:PiZ=r:ri. 

Ffir  die  Parabel  ist  nach  27)  auch 

and  folgliefat  weil  nach  dem  Obigen 

(^.  +  Äy,  +  C)*=  (J»+  Ä«)  F« 

») p.=,.M^^^p.. 

Nun  ist  aber  nach  VI.  2) 

P  —        J^  +  ß*       ' 

Thtll  XXICT  10 
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also:  '  ' 

und  folglich: 

37) f»  =  ipF. 


Die   Durehmesser   als    Axen   der  Coordinaten. 

§.  31. 

Die  Gleich img  einer  beliebigen  Geraden  sei:  . 

1) y^iKxi-L;  ,-^ 

und  bezeichnen  wir  nun  im  Allgemeinen  die  Coordinaten  der 
Durchschnittspunkte  dieser  Geraden  mit  dem  Kegelschnitte  durch 
;r,  t^;  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

Eliminiren  wir  aus  diesen   beiden  Gleichungen  p,  so  erhalten 
wir  zur  Bestimmung  von  x  die  Gleichung  des  zweiten  Grades: 

(A*  +  B^){f- K(L-ff)]+n^(A  +  BK){BL  4 £ ) ^ 
'      '  (l  +  K*)(A^  +  B^)-jfi(A  +  BK)^  ^ 

nHBL+Cy^-(A^  +  ß^)\r'-KL-f,)'] 
~       (l  +  K^XA*  +  B^)—tt?(A  +  BK)*      ' 

Nach  einigen  leichten  Reductionen  findet  man,  dass  die  Grosse 

t  (A»  +  m){/-  K(L  -  g)]  +  nHA  +  BK^BL  +  C)  1« 
^       1(1+  K^)(A^  +  Ä«) — n\A  +  ßir  )2 1  > 

"*"  \  X\n'(BL  +  CT  -  (A^  +  B^)[P+  (L  -g)^]  |  } 

sich  auf  den  folgenden  Ausdruck  bringen  iä8«>t: 

ln»t  [BL+C^ftA^  ßÄ)1«+[Ä(ÄL+  C)-(L-g)(A+BKm 

und  setzen  wir  nun  der  Kfirze  wi^en 
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«o  ist:  ■    . 

■ 

K{BL\  C)  -  (L  -g)(A  +  BK)  =  K{Af\  Bg+C)-Au,; 
also  die  obige  Grösse: 

.  «      „,.  \»*[W+Bg+  C+  Bt0)^+(KiAr+ßg-i-C)-Au,)*]\ 
(A^+ß^)\  f. 

Setzen  wir  jetzt  der  Kürze  wegen : 

i«f  =  (/!>+  B*)  \f-  K(L-g)\  +  nHA+BKKBL+  C) , 

~  \-(A^^B^^  \' 

so  ist: 

4;      .      .      .      '>^  — (l^^^2)(^2^  J5a)_  „2(^-1- ij^)«- 

Femer  i»t  nach  dem  Obigen 

und  die  Grösse 

+  AT  i  (^«  +  ^)[/*- *:(L -5r)] + w-^(^  +  Ä  ATKÄL  +  C) } 
bringt  man  leicht  auf  die  Form 

also  ist,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

6)     M'  ={A^+B^nL+K(f+Kg)]^nHA-i-BK)(AL^  KC) 
setzen : 
.,  , M'±KVN 

wo  in  den  Gleichungen  4)  und  6)  die  oberen  und  unteren  2!ie{ehei 
sich  auf  einander  beziehen. 

10* 
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Bezeichnen  wir  die  beiden  Dorchscbnittspunkte  unserer  Gera- 
den mit  dem  Kegelschnitte,  insofern  die  Gerade  den  Kegelschnitt 
wirklieb  schneidet»  durch  (rit^i)  und  (xM'^^^  '^^^  "^^^  ^)  ^^^  ^)* 

_ vzy 

iVi— f»)  -  ±(l+it«)(/|«+B»)— n«(/l+ÄJf)«' 

KVN . 

iWi  —  9a)  =  ±  (r+if«)(^>+Ä«)  —  ««,  A+BK)* ' 

I 

und  wenn  nun  F  die  Länge  der  halben  Sehne  zwischen  den  Punk- 
ten (ri9i)  und  0^2^)  bezeichnet»  so  ist  offenbar 

also  nach  dem  Obigen: 
7)     .    ,     F^=  <1  +  ^^^ 


I  (1  +l^*)(^*+  Ä«)  -  n*(2l+  i?Ä)«  !«• 


§.  32. 

Betrachten  wir  nun  zuerst  die  Ellipse  und  Hyperbel,  so  ist  nach 
VII.  17)  die  Gleichung  des,  alte  der  durch  die  Gleichung  1)  cha- 
rakterisirten  Geraden  parallelen  Sehnen  halbirenden  Durchmessers: 

y-^^"  "n^AB^  [  {r?^\)B^  -  .i«  j  jj^V^  -  ^ )  5 

und  bezeichnen  wir  den  Durchschnittspunkt  dieses  Durchmessers 
mit  der  durch  die  Gleichung  1)  charakterisirten  Geraden  durch 
(ttr);  so  hat  man  zu  der  Bestimmung  der  Coordinaten  «,  v  dieses 
Punktes  die  Gleichungen 


r~G  =  -' 


von  denen  man  die  erst«*,  um  sie  mit  der  zweiten  leicht  verbinden 
in  können,  am  besten  unter  der  Form 

darstellt     Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man  durch  Eli* 
nination: 
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8) 

•'"''-      {l  +  KWiA^  +  ß')-nHA  +  BK)*  ^"  ^  ^     ^>' 

oder : 

9) 

*  —  '  —      (1  +  ira)(^3  +  if»)— n«(^  +  Äif)«  ^*'^  1^  '^     "' ' 
«      r-  n*A(A  +  BK)-(A*+ß*)       ,kFj.L-G^. 

Bezeichnen  wir   die  Entfernung  des   Punktes   (tio)   von  dem 
Mittelpunkte  der  Ellipse  oder  Hyperbel  durch  X,  so  ist 

ä*=(m-F)*+(c-G)«, 

folglich  nach  9): 

10) 

r,  _  {A^^B^\(V\K*){AHB^A-n'^{n'^-i)(,A^BK)*\ 

^   ~  |(l+Jr«X^*+Ä«)— n-«(i4  +  ÄÄ')*l*  ^*'T*<    i';  . 

Nun  ist  aber  nach  IV.  3)  und  oben  2) 
^P .  f      n- (»' - 1)  (^  f  g>-  «'(^AT-  ^(^r+  ^jy-t-  C) 

folglich: 

II) 

t(H-jr«)(^«+Ä«)+n«(««-2)(^+Äir)*i  . 

"*   ~    (n«— l)«M«+Ä«)|(I  +  Ä«)(/4»+Ä«)— »«'(-4  +  Ä*)'l*    ' 
wobei  man  za  bemerken  bat,  dass  nach  dem  Vorhergehenden 

(^«  +  B«)  I  a + ^*iiA*  +  fi*)  +  «»(«»—  2)(^ + ÄJT)«  \ 


> 
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also 
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(l  +  Jr«)(J*+B*)+M«(«*— 2)M  +  »Jf)' 
Aine  positive  Grösse  ist. 

Nach  11)  ond  7)  ist  nun: 

(w«—  l)a(^a+g«)  { (t  -I-  K^){A^^  B»)  -  h^A  \BK)*  !" 
( I  +  Ä-*)(.4*  +  Ä«)  +  n*(n« — •2)(/H-  ÄiT)* 

=t  (m*  -  J  )(^*  +  B^)w  -  H-^iAK—  BKAf+  Bg  +  C)  '?■ . 
'         («'  - 1)  {(1  +  K*){A*  +  H^)  -  n^A  -f  gjp«  !^ 

(H-jra)(ii*  +  Ä») 

oder,  weil 

I 

n\{Af^^Bg\  C^Bw)^-\^(K{.Af^Bg-{^  C)-  ^m))*J  -(^«+Ä*)M>a 

f»«(i+Ä«)(^/-+%+r;>» 


ist: 


(1  +  jr>)(i*  +  Ä«) +  ««(««— 2)(4  +  ÄÄT)* 
=(n«— l)»(iia+fi2)«w*— 2M«(«a— l)(il«+Ä*)(4Ä:— fi)(4/"+Ä5r+C)tt» 

+  n*(ijsr- Ä)  W+ fii^ + er . 

(«a-1)  i  {\^K-^){,A^-{-B^)—n\A-^BK)^  f 

=  (««—  I)«(i«+fi«)«u)2— 2n2(«2-l)(4*+fi*)(Afi:-5)(4/'+Ä^+C)tc 

+  n«(»*- 1)(1  +  Jir2)U3  +  fi*JU/"+  »tf  +  C)«; 

woraus  sich  durch  Subtraction  die  Gleichung 


^« 


(1 + K^)(A^  +5«)  +  ««(wä— 2)(4 + fiJH'' 
~  l+JST«  ' 
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oder 

(h*  -  \)HA*-\-B>)\{l-\-K*){A*-[-B*)-n\A-\-  BK)*^ 
(1  +  K*){A* + Ä«) + n*{n^  -  2)(4  +  BK)*  ^ 

__  (n«-l)  i  (1  f  IP){A*  -f-B»)  -  »«  (y( + BK)*  I« 

l+JST«  •      ' 

=  n*(Af+Bg+  C)H(l  +  K*KA*+B*)-n*(A+BK)*\ . 

also  die  Gleichung 

,„.     (n*-\)*(A*+B')[(l+K*)(A*+B»)-nHA+BK)*\ 
"^  (l  +  A:«)(.l«  +  Ä*)  +  M*(n«-2)(^+i?jr)«  ^ 

oder 

13) 

(»«  - 1  )«U«  -I-  i?*)  I  hHAK—  J)a  -  (w*  - 1  )(1  -t-  ^«)(^« + J*)  i  y , 
(1  +  JSr»)(4«+iP)  +  n«(n»-r-2)U + Ä£-)*  ^ 

(n«- 1)1  n«(.AJr- ^)«  -  (n«—  I)  (1  +  IT«) U«4  g»)  I  „. 

'  1+T«  ' 

oder 

14) 

(I  -  n*)\A*+B*)  I  n»(.lAr-g)«+  (i  -  n')(l  +  Jr«)(A*+ J«)  I  „, 
( 1  +  K*){A*  +  Ä*)  +  M»(n«  -  2)U + BK)* '  ^ 

.  (l-n*)\nHAK-B)*-i-il^n*)a+K*)(A*+B*)]  „, 

+  1+jr»  '^ 

=  n«(J/-+Äir+C)« 
ereicbt. 

Pflr  die  Ellipse,  wo  1— n^  eine  positive  GiUsse  ist,  kann  man 

15) 

,1  n(Af+Bg+C)V(lTK*)U*+B^  +  nHn*-^(I+Bk)*   l* 
"       '(I— »«)V(l«+»*)|n>UJf-Ä)«+(l  — na)(H-jr')U«+Ä»)|l  ' 

'^      I  V'"(l  -n«)  t  n\AK-  Ä)»  +  ( l  -  n«)  ( 1  +  iP«)  U«  +  Ä*)  1^ 
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setzen,  aod  nach  14)  ist  dann  die  Gleichung  der  Ellipse  zwischen 
jr,  F: 

'     Auf  der  Stelle  erhellet  aus  dem  Obigen ,  dass 


ist. 


Nach  §•  22.  wird  die  Hyperbel  von  dem  den  halbirten  Sehnen 
parallelen  Durchmesser  nicht  geschnitten  oder  geschnitten,  je- 
nachdem 

(1  +  K^(A*-\-]P)  —  n^(A  +  BK)^  >  0 
oder 

(1  +  K*)(A^  +  B^)--^n\A  +  BKy^  <0, 

also  jenachdem 

n^{AK  -  /?)^—  (n«— 1)(1  +  JT^X.^^  +£?*)>  0 
oder 

n«(.4ir— Ä)2— (w«— i)(i  +  ir*)(/i«  +  fi«)<o 

ist.    Wenn  also  der  den  halbirten  Sehnen  parallele  Durchmesser 
die  Hyperbel  nicht  schneidet,  so  setze  man: 

18) 
nnd  nach  13)  ist  die  Gleichung  der  Hyperbel  zwischen  X,  F: 


18)   .   • .  •  ©^- (!)=»• 
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Wenn  aber  der  den  balbirten  Sehnen  parallele  Darehmeeaer 
die  Hyperbel  schneidet,  so  setze  man: 

SO) 


I  (n«— 1) V^(ilHÄ«)  1  (na-l)(l+JP«)(^«+Ä*)-n«(4Jr- B)»|  (    ' 

und  nach  13)  ist  die  Gleichung  der  Hyperbel  zwischen  X,  F: 

Nimmt  man  also  die  oberen  oder  unteren  Zeichen,  jenacbdem 
der  den  balbirten  Sebnen  parallele  Durchmesser  die  Hyperbel 
nicht  schneidet  oder  schneidet,  so  ist: 

22) 
n{Af-{^ Bg -f  OyT^Ty-  K^)iÄ^-\'B^)  +  wg(n«— 2)(^-f  gJT)»] « 

(n«-i) V± (^2+Ä«) j w«(2iif^)«-(««-i)(i  +ir2)(/4«+i?«)  r  ' 


^=1 


itM/^+B^+OVl+iT« 


und  die  Gleichung  der  Hyperbel  zwischen  X,   Fist: 

-)••••■  ©■-(f)"=i' 

Allgemein  ist  fiir  die  Hyperbel: 

24) 

«_  4A-5— I  i/"" "Tf+i:')M'"-HB^j 

p_«"vn  -1.^  (1  +  K^{Ä^  +  Ä«)  +  « V-2)(/<  +  ÄiT)« • 

FSr  die  Ellipse  ist  nach  15) 

(1  - n«)«a«(^« 4- JB«) i n»(^ir- ^a -f.(l -««)(!  -f  jr«)(^ -f  jB«) } 

nHAf-¥  Bg  +  C)«  ~ 

=  (I  +  Jr«)(^«  f  B*)  +  ««(n«— 2)(.<  +  BK)*, 
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n^Af  +  Bg+O* 

also: 

(1  -- w«)«(««  -t-  ß*)(A*  +  B*)  \n*(AK—  B)*  \  (1— n«)(l  +  K*){A*-\  B*)  \ 

n*(Ar+ßg+C)* 

=  (n»— 2)1  nHA  +  BK)*—  (I  +  iC«)( J* + fi*)  1 

=  (2  -  M«)  { n»(iljr—  Ä)«  +  ( 1  —  n»)(l  +  K^XA»  +  Ä«)  | , 

folglich : 

Ä);    .    .    .    «  +p  _      (i_»«)«(^»  +  ^)      j 

■o  dass  «*-{-/}'  von  IT  unabhängig,   und  iiisorern  also  eine  con- 
stante  GrSsse  ist. 

Ffir  die  Hyperbel  ist  nach  22): 

(n*—\)*a*(A*-t-B^{n*(AK—By»—(n*—\)0-i£*)iA*+B*)\ 
^  nHAf+  Bg  +  C)* 

= (1  +  K*){A* + B«)  +  «a(n»— 2)(^  +  BK)*, 

=  (««-l)(l+i:«)(^«  +  ß«); 

aUo: 

« 

.  (n«— l)»(a»— 13»)(^»  l-^)|n«(.4Ar— g)»— (7^•^»— l)(l-t-jr«)(/<«f^)i 
±  nHAf+Bg  +  O' 

=  («»  -  2)  I  n\A  +  ßJT)« — (1  +  ir»)(/4«  +  ß»)  I 

=  (2 — n«)  I  n«(y4^—  ß)«  —  (n« — 1)(1  +  K*)(A*  +  B')\, 

und  folglich: 

so  da96  also  hier  a^ — ß^  von  JT  unabbäiis^ig  Ut. 
Die  Gleichung  der  Directrix  ist  bekanntlich 
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und  fiQr  die  der  Direetrix  parallelen  Sehnen  Ui  folglich 

J8r=— ^,    also    ^  +  ÄJr=0- 
Weil  nun 

ist,  so  ist  in  diesem  Falle  für  die  Ellipse  nach  J5): 

/      .    '(1— M*)V^*f  i5«^ 

27)    ....     -( 

also  nach  IV.  18): 

Für  die  Hyperbel  ist  auf  ganz  ähnliche  Arttnach  2*2): 

^,_|    n(Af+Bg+C)    . 

also  nach  IV.  19): 

i 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  nach  §.  2.  bekanntlich 

n=^V2,    n*r=2,     w«— l4l,    w-^  — -J^rO; 

also 

««( Jjr-  Ä)«— (7K«- 1)(1  +K^)(A^  +  B^) 

=:2{AK—B)^  —  (}  +jr2)(J2  I  ß«) 

=(/Ia:-  /?)2— (^  +  ßjr)*-^ 

=  (ß — AK)^  —  (^  f  ßÄTy^, 
und  folglich  nach  22): 

„«  = )  v^- (^/•+_% j- C) ^ t-f  a:-^ I » 
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oder: 


30} 


(B—AK)»^(A-t-BKV 
also  immer  azsß. 

§.  33. 

Die  Winkel,  welche  die  durch  die  Gleichong 

yz=zKx+L 

flir  ein  constantes  K  und  ein  veränderliche«  L  cbarakterisirten 
Sehnen  mit  dem  sie  halbirenden  Durchmesser,  dessen  Gleichung 
bekanntlich 

ist,  einschliessen«  wollen  wir  im  Allgemeinen  durch  co  bezeichnen, 
Natfirlich  hat  co  zwei  Werthe  zwischen  0  und  90^  und  zwischen 
90^  und  180^;  damit  nun  die  folgenden  Formeln  vollständig  rich- 
tig bleiben  5  hat  man  in  denselben  für  o  immer  den  zwischen  0 
und  90^  oder  den  zwischen  90^  und  180^  liegenden  Werth  dieses 
Winkels  zu  setzen,  Jenachdem  die  Grösse,  auf  der  rechten  Seite 
des  Gleichheitszeichens  positiv  oder  negativ  ist,  eine  Bemerkung, 
die  man  auch  in  allen  ähnlichen,  späterhin  noch  vorkommenden 
Fällen  zu  beachten  hat,  ohne  dass  dies  fernerhin  noch  besonders 
bemerkt  werden  wird. 

Dies  vorausgesetzt,  liefern  die  bekannten  allgemeinen  Formeln 
der  analytischen  Geometrie  uns  den  folgenden  Ausdruck: 

also: 
61)     .     .      taug  u>  = 


n^iÄ  \^BK){B-'ÄK) 


oder 


32)      taug  «  _  — „^+ÄiP)(ÄimtT • 


nach  einer  neumt  MeUünie  mmmiytisck  enimickeii.  157 

Die  Summe  der  Quadrate  des  Zählers  und  Nenners  von  taog  m 
ist,  wie  man  am  leichtesten  mittelst  der  Formel  31)  ündet: 

(1+ A:«)(ii«+Ä*)t  (1  +  Ä«)(ii«+Ä*) +n«(n«-2)(^+ilJ:)«|; 

also  ist  wegen  der  Formein 

.  tangw«  \ 

sin  w"  =  in-r^ s »     cos  o*  =  tt-i — :~5 

1  +  tang  00*  1  +  tang  o»* 

offenbar: 

33) 

.      ^ I  rfijAK  -  ^)«-  (w*  -- 1)  (1  +ig«)  U« + ^  !• 

siniD  -  (l  +  Äa)(l»+jB2)t(l+Ä«)(l«  +  Ä«)+n2(n2— 2)(ii+ÄÄ)«|' 


cos  CD*  =3 


n*(i4  +  ÄÄ)«(Ä-iiÄ)* 


(1 +Ä«)(ii«+5*)  Kl+iSf*)  (1*  f  Ä*)+wa(n«  -  2)  (il+ÄÄ)*l 
oder 

34) 


sin  flo*  = 


cos  o*  = 


{w«(iig-^)*+(l-ng)(H-iga)Ug+^|< 
(l+i5fa)(lHi?*)t(l+/^*)(lHÄ*)+n«(n«-2)(ii+J9A:)«|* 

n4(i + BK)\B  -  iiif)« 


{l  +  Äa)(i4*+i?a)|(l  +  A:2)(^2+^)  +  «2(n2-2)(i+ÄÄ)«r 
Nach  15)  und  34)  ist  also  für  die  Ellipse: 

und  nach  22)  und  33)  ist  für  die  Hyperbel: 
36)    .    .    .     «.^.i„„«  =  g^|  +  ^^\ 

welche  Ausdrficke  von  K  unabhängig  und  insofern  also  constant 
sind. 

Ferner  ist  für  die  Ellipse: 

und  für  die  Hyperbel: 
38)    .     .      co.»-^^__j.  ^j^^^^^^p^. 
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{.34. 
So  wie  nach  dem  Vorhergehenden 

die  Gleichungen  einer  Scbaar  von  einander  parallelen  Sehnen  and 
de«  dieselben  halbirenden  Durchmessers  sind,  seien 

die  Gleichungen  einer  anderen  8chaar  von  einander  paraHelen 
Sehneil  und  des  dieselben  halbirenden  Durchmessers.  Der  Winkel 
des  ersten  Systems  paralleler  Sehnen  mit  dem  zweiten  Durchmesser 
sei  Q ,  und  der  Winkel  deet .  zweiten  Systems  paralleler  Sehnen  mit 
dem  ersten  Durchmesser  werde  durch  c3|  bezeichnet.  Dann  ist 
nach  den  allgemeinen  Formeln  der  analytischen  Geometrie: 

tango 

Der  Zähler  ist,  wie  man  leicht  findet 9 

nHA  +  BK)(A  +  ßAf,)  — (l  +  KK^){A^  +  B^) 
oder 

(n»— l)(l+Ä«',)(^«  \B*)-n\B-^AK)iB—AK{i , 
und  der  Nenner  ist 

(K-  KiXA*  +  Ä«)  +  n*{B^AK){A  +  £fA\); 
also: 

„»     .       -  _  nnA-i-BKnA  +  BKr)-(l  +  KK,)(A^  +  B^ 
J9)     tangö—  „'i(^B—AK)(A  +  BKi)  +  (K-/ii)(A^  +  B*) 

oder 

40) 

_      (n*—\)(\  +  KKiXA'-i-  B^i-nHB-AKXB—AKt) 
tafig  ü-         (A:_Ar,)(.4«+Ä«)+n»(Ä-4Ä)M  +  ÄÄ:,) 

■Um  tangüt  za«rhakeB,  braucht  man  in  diesen  Formeln  bloss 
K  und  Ki  gegen  ^änilcr  iisa  rertanschen. :  Dies  giebt: 
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Oller 

42) 

_  _     (n*- 1)(1  -t-  KKi) {A*  f  g«)  — n'CJg—  AK)(B  —  /JJrQ 

Also  ist  nach  40)  and  42): 

43) 

tangöi  —      (JT- Jir,)(/|2  +  Ä«)  +  7i«(B  -.  AK){A  +  ÄJTi) ' 

ein  jedenfalls  sehr  merkwürdiger  Ausdruck,  den  man  auch  auf 
die  folgende  Form  bringen  kann: 

44) 

fang  5  _  (ß—AK)  (A  +  BK{)  +  (n^- 1)  {A  +  BK)  (g  -  AKi) 
tangö,  ""(i4  +  ÄJ:)(g  — ^iri)  +  (n«— 1) {B--AK){A  +  Ä^i) ' 

Ffir  die  gleichseitige  Hyperbel,  wo  n^ — 1  =  1  ist,  ist  also: 

45) i2ne=i. 

''  tang(i)| 

natürlich  nach  der  schon  im  vorhergehenden  Paragraphen  gemach- 
ten allgemeinen  Bemerkung  die  Winkel  o  und  c^i  so  genommen, 
dass  der  Bruch  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeicheos  po- 
sitiv wird. 

Sind  die  durch  die  Gleichung 

m 

charakterisirten  Sehnen  der  DIrectrix  parallel,  so  ist 


also: 


folglich  nach  43),  wie  man  leicht  findet: 

48)    .    ;    .    .    .    .      «2S|  =  „,_i. 


^  J 
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also 

(1  +  Jr«)(^*+  B^ + n«(it« — 2)(^  +  BJT)« 
eine  positive  Grosse  ist. 

Nach  11)  and  7)  ist  nun: 


( I  +  K^)(A^  +  ß^)  +  n2(n2  -  2)(  J  +  BK)^ 


Ä'2 


oder,  weil 
n^[(Af+Bg+  C+Bw)^+(K(Afi^Bg+C)--Aw)^]^(A^+£^)w^ 

=  (««—  l)(A^+B^)to^  «.2n«(/lir-  Ä)(^/'+  i?^  +  C)w 

{^n^a+K^KAf+Bg-tCi^ 


ist: 


(n^— i)*UHi^Ki+^^)M*+^)  ~  w*(^+ÄJ8r)2}2^.^ 


=r(n'^^l)^Ä^+B^)^w^--2n^n^--l)(Ä^+B^)(ÄK--B){Äf-\-Bg-i-C)u) 
woraus  sich  durch  Subtraction  die  Gleichung 


(l+K^)(A^+B^)  +  wV*«— 2)(>4+ÄÄ')2 


Ä^ 


l+AT« 

=ii«(>(/+Ä^+C)«l«*(^-#)»-(n«-iKi+ir*Xii*+«*)l 
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oder 

{n*-\nA*-{-S»)\{\-[-K*){A*-{-B*)-nHA-{-ßKn*  „, 
(l  +  ir«)(il»+fi»)+n«(n«-2)(4+»Ar)«'"      ^ 

=  n«(i4/-+Ä^+  C)«t(l  +  K^)(A*-\-m)-  nV+  BAT)*! , 
also  die  Gleichung 

,„.    (««  -  i)«U* + J*)  (  (H-a:»)UH  g»)  -nHA + BJC)« I 

"^  (l  +  jr«)(i«  +  fi«)+n«(n«— 2)(4+ÄJr)«  ^ 

(n«-l)|(l  -I-  ir^)M«+g«)-««U+ JJT)«! 

i+jsr« 

=  n«(i/'+%+0«, 
oder 

13) 

(wt_i)«(^«4.j«){^«(^4ji^_j)a_(„a_l)(l^jC«)(^«^.ji)l 

(l+lP»)(yi«+Ä«)  +  ««(n«-T-'i)U  +  Äl')« 

(n«-l)|««(i)Ur-J)*-(««— l)(H-ir«)U«4iB*)U.^ 

=  nHAf-[-Bg-^C)'^, 
oder 

14) 

(i-««)«(i**+J')t«'(i^ir-g)H(i-«*)(i-t-Ar«)(^«+j^i 
(i+ir«)(4«+if*) +»«(B«-'i)(ii+ÄJ!:)*  ■  ^ 

.  (l-«»)l«*(^-J)»4(l-n«)(H-A:«)(4«+g')| 

erfficbt. 

FOr  die  Ellipse,  wo  1— n^  eine  positive  GrOsse  ist,  kann  man 

15) 

, _  I  n(Af^ Bg -{■  C) ^(\T^)U* + J*) + n\n* - %{Ä^~Bk)^   |  * 

*      '(I— »«)V(i««+Ä«)i«*MJ^-Ä)*+(i  — «•)(i+ir«)(ii«+Ä«)|l  ' 
f^    lv''(i— >i«)u»(iiJir-Ä)'»+(i— »i«)(i+iif«)M«+Ä*))^ 
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Durch  gehörige  Entwickelaeg  bringt  man  aber  femer  die  iweite 
Gleichung  leicht  auf  die  Form: 

{Af^•Bg^^C)^^-^{Af^•Bg'k^C){A{$^f)'^JB{e^g)^ 

=  (S(i'-/*)^^(0-5r))«, 

also,  weil  nach  der  ersten  Gleichung 

ist,  auf  die  Form : 
A(S-f)+B(<Sf--g)  =  ^' 2^B^AK)^ ^W+Ä^  +  C), 

80  dass  wir  also  jetzt  zur  Bestimmung  voh  S-^f  und  <9 — g  die 
beiden  folgenden  Gleichungen  des  ersten  Grades  haben : 

A(f-f)+  B(iS-9)  =.i±t^^^^^Af^(An  Bg+C), 

ßif-f)-A(<B^g)  =  g^~(Af+Bg+Cy, 

durch  deren  keiner  Schwierigkeit  unterliegende  Auflösung  sich 

(A  +  BK)  +  KCB--AK) 

'^— /=     ^rStZAlTf (Af  T  Bg -^r  i^) , 

61)     " 

^_     (ß^AK)^K(A+BE)        ,  f.^,r^ 
<^—9  = 2(B^AK)^ {Af+Bg+O 

ergiebt. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Punktes  {S(S)  von  dem 
Brennpunkte  (fg)  durch  iP,  so  ist 

und  folglich  nach  51),   wie  man  leicht  findet: 

52)    .    .  r- (B-Ak)* • 

Nach  60)  und  51)  ist: 

_g_  [(A-i-BK)-K(B-AK)KAf+Bg+C)+2A(B'-AK)w 
u     »-  2iB—Ali)^  • 

83)  { 

^     I  (B-AK)+K(A+BK)KAf+Bg+CH2B(B-AK)w, 
^     ^~  -2iB-AK)»  "' 

und  bezeichnet  nun  X  die  Entreriiung  des  Punktes  (un),  in  wel- 
chem der  Durchmesser  die  Sehne  schneidet,  von  dem  Punkte 
(iV).  so  ist 
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also  naeh  53) ,  wie  man  leicht  findet: 

'.    ^^_{A^^-B^){{l-{-K^){AnBo-\-C)-\-2(B^AK)w\'^ 

Dem  Ausdrucke  von  N  in  3)  kann  man  auch  die  Form 

'  +(n«--l)(.l«+fi«)fc« 

gehen  9   so  dass  also  für  n  =  l 

folglich  nach  49) 

55) 

(\^-K^){AHB^{Af^-Bgi-C)\{nK^){Af^-Bg^Q-{r't{B^AK}m\ 
^  "^  (B--AK)^ 

ist. 

Weil  nun  offenbar  hiernach 

^,     4(1  +  K^)HA'+ß')(Af+Bff+C)^ 

~  {B—AKY 

_  (^'H-  ^){(1  +  K^jAfi- Bg -^  C)  +  2(B-AK)w  j« 
^  i(B-AK)* 

iet ,   so  ist  nach  52)  und  54) :  '  ~ 

also  unter  der  Voraussetzung«  dass  P,  vrie  es  offienbar  verstattet 
ist»  positiv  angenommen  wird: 

5(>) .       F2  =  PX 

Sind  die  halbirten  Sehneu  der  Directrix  parallel,  so  ist 

also  nach  52) 

und  folglich  nach  VI.  2),  wenn  man  dort  nssl  setzt»  P=:jp,  also 
P  dem  Parameter  der  Parabel  gleich. 

§.  36. 

Die  Gleichung  des  Durchmessers»  welcher  die  durch  die  Gleichung 

U* 
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charakterisirte  Scbaar  paralleler  SehnöD  hälbirt,  istnach  §;.S1'.  im 
Allgemeinen:  ,  ^ 

+  nn^  +  ÄiP)  (Af+Bg+  C)  3 

and  tcifft  .nun  dieser  Durchmesser  den  Kegelschnitt  in  eintim  ge> 
wisscfn  Punkte  {xiyi) ,  so  ist 

I  fi«^BÄ+ [(««- 1)  >-5*]  |(«, -/)  ^ 

+  {n«^«  +  [(na-  l)Ä»-^«]iSCl(yi-^ir)  >  =  0. 

+  n*(A  +  BK)  (Af+  Bg+C)  3 

und  folglich,  wenn  man  aus  dieser  Gleichung  K  bestimmt,  wie 
iMirnacb  leichter  Recf^nung  findet: 

'  n*A  (Axi  +  By.  +  C)-  (A^+  g»)  (jr,  -  f) 

"-     n^B(Axi+Bi,i  +  C)-(A*+B*)(tfi-gy 

Nach  VIII.  1)  ist  ab^r  die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (X|yi) 
gelegten  Berfihrenden  des  Kegelschnitts: 

^  ~  ^'  ~  ^  n»S(^a:i  +  ^^  +  C)  -  J«  +  B*)  (y^  -g)^'-''^>' 

woraus  sich,  wenn  man  dies  mit  dem  Vorhergehenden  vergleicht, 
ergiebt,  dass  die  durch  die  Punkte,  in  welchen  der 
Kegelschnitt  von  einem. seiner  Durchmesser  geschnit- 
ten wird,  gelegten  Berührenden  des  Kegelschnitts 
jeder2:eit  den  von  dem  Durchmesser  halbirten  Sehnen 
parallel   sind. 

X. 

Krümmungskreis. 

§.37. 

Nach  VIll.  2)  ist  die  Gleichung  der  Normale  des  Ke<>elschnitts 
in  dem  Punkte  {x^yi)  desselben: 

.  4V  .;     «  .     «'g(Ag.  4:  By,  +  C)  -  {AH  g*)  (s,~g)..  ^  , 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

j  P=n«ß(^;r,  +  By^  +  C)  -  (^H  Ä«) (y,  -g). 


.  i 
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..^ . ..       * .  '   •  P  ** 

und,  indem  wir  den  Bruch    ^   als    eine    Function    f(jr|)    von'.  Xt 

betrachten » 

3) .'   f(a?,)  =  ^ 

Setzen : 

.  Wir  wollen  nun  Xi  die' Veränderung  z/o^i  erleide«  lassen,  wo* 
durch  Xi  in  :ri -f  <^^i  und  y^  in  yi-{-^yi  übergeht,  so  dass  die 
Coordinaten  Xi-{-Jxi,  yi-j-^yt  einen  zweiten  Punkt  des  Kegel« 
Schnitts  bestimmen,  durch  den  wir  eine  zweite  Normale  dessel^ 
ben  legen  wollen,  deren  Gleichung  nach  4),  da  f(a:i)  in  ((xi  +  zlxi) 
übergeht^ 

ö)    .  .   y—'(ifi+^yi)  =  ((xi+^xi).{x--(xi+Jxi)] 

sein  wird. 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts 
der  beiden  durch  die  Gleichungen  4)  und  5)  charakterisirteu  Nor- 
malen  durch  x^  y  selbst,  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmuog  die 
Gleichungen : 

aus  denen  sich,    wenn  wir 

setzen,  leicht 

•^^     /.        •  6) 

^-*i  =  — -^ — -'  .3'-yi=f(*») — 2^) — '- 

ergiebt. 

Unter  der  Voraussetzung  nun,  dass  ^^r,  sich  der  Null  nähert, 
also  der  Punkt  {xi'\'^Xiy  yi+^yi)  dem  Punkte  (x^yi)  immer 
nther^und  näher  räcktj  Ifisst  sich  zeigen,  dass  derDurchsohtiitts- 
punkt  (xy)  der  beiden  den  Punkten  (xiyi)  und  (^i+^^i,  .Vi+^^i) 
entsprechenden  Normalen  des  Kegelschnitts  sich  einem  ganz  be- 
stimmten Punkte,  dessen  bloss  von  den  Coordinaten  des  bestimm- 
ten Punktes  (x^yi)  in  dem  Kegelschnitte  abhängende  Coordinaten 
wir  durch  X,  Y  bezeichnen  wollen^  gewissermassen  als  einer 
Gränze  immer  mehr  und  mehr  und,  wenn  man  nur  ^Xi  der  Null 
nahe  genug  kommen  lässt,  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  näherli, 
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80  das8  also  nach  6),  immer  unter  4er  Voraussetzung,  4afis  Jxi 
älch  der  Null  uäbert,  nach  einer  bebanuten  Bezeichnung 

7) 
X-x,=Um ^ i.  F-yi  =  f(;r,).Lim ^p^y * 

•ein  wird.     Weil  aber,   wenn  Jx^  sich  der  Null  näb^,   ofenbar 

Lim  i{xi  +  ^Xi)  =  i{xi) 
Ut,  »Q  erfiellet  auf  der  Stelle,  dass 

8) 

JXi  ...  .f/OTi 

ist,   und  dass  es  also,    um  die  Coordinateii  Ä,  V  zu  bestimmen, 
daVauf  ankommt,  die  beiden  GrSnzen 

Lim#^    und  Um^^ 

^Xi  '  /jXi 

ZU  entvriekeln. 

Was  zunächst  die  Gränze 

JXx 

betrifft,  so  erhellet  aus  der  in  VIII.  entwickelten  Theorie  der  Be- 
rührenden auf  der  Stelle  und  ganz  von  selbst,  dass 

oder  nach  2) 

ist. 

Es  bleibt  uns  also  bloss  noch  die  Entwickeluog  der  GrSnze 

Li  im — 7 — 
Axi 

fibrig.    Weil  nun  nach  3) 


f(^l)  -  Q 


ist,  so  ist 
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^^    ,      P+^P      P  _  QJP-PJQ 


also 


und  folglich  olfeDbar 

^f.    ^^       of     ^ö 

^^^'^^^^ q5 ' 

4K)  dass  es  also  jetzt  auf  die  Entwickeiung  der  beiden  Gränzta 

Lim-j —   und  Lim -7 — 
ankommt. 

Weil  nach  2) 

P  =  n^B(Ax,  +  Äyi  +  C)  -  (iP+Ä»)  (yi  -£^) 

ist»  so  ist 

also  durch  Subtraction: 
folglich 

Ferner  ist  oacb  2) 

Q  =  n«^(^j:i  +  Bg,  +  C)  -  {A*  +  Ä«)(*,  -/), 
also 

folglich  durch  Subtraction 

also 

^  =  ^^A(A  +  B^)-(A^+ß^. 
Daher  ergeben  sich  jetzt  die  beiden  folgenden  Formeln: 


li6Cf  ''-^rmneri:    Tkemie^tr  Ke§€i9Chnme 

und  folglich  nach  9): 

Lim  ^  =  n*BiA-ß^)  +  iA^+B*)^. 


•  .• 


oder 


woraus  sich  leicht 


_,.     AP       „, .    ^Q 


(A^+B^(P»+Q«)—tfi(AP—BQ)^ 
-'.  '.  P  ' 

folglich   uach  dem  Obigen 

^rgiebt. 

Also  ist  nun  nach  8): 

P.9. 

y Q^     P 


y      „_P  Q ^P 

•'     ^^~Q'(A*+  ß»)  (/»  +  Q^—n\AP—ßQ)* . 
woraus  sich  sogleich 


X — Xi  = 


(A*  +  B')(P»+Q»)— n\AP—BQ)* ' 

'~^*—(A^  +  Ä»)  (P*  +  Ö«) —li^iAP-  BQ)* 
ergiebt. 


.'., .i<.<^-| »«)«», -/)«^h(5#v ^^t« n*{4äti  A^Bti \¥C)*a' 

■  •  li«  1*1  . 

f^^\i^}- 

.      '  P»  +  Q» 

t»  J  •  •  •       ■•  •        .         .  \  . 

'  i    (««  +  1)  (^ar.  +  l?yi  +  C)    i 
=ii«(il?+iB*)(^a^f«Ä  +  C)  '^^  (. 

•(tor 

/»•  +  Q« 

5?ii^4H.i?«)(^f »+-»3(1+  C)  t(M«-l)(^«i+Äy, + C)+2M/+Äy+C)|. 

oder 

*'  '■     '■■  /»+Q* 

=2««(4« + B^KAxi + Byi  +  C){  Af^  B9+  C+^(^ar,+Äijri+ C)  |, 

vCMDT  "fttICll 

=2n«(^«+ Ä«)(^/+ J^  C)(M+Äyi+ 0 1 1+^  •  i'f^Bg+C^- 
Endlich  ist 

also  offenbar 

!nHAj!i+B}fi  +  C)* 
+  [Axi  +  Äyi  +  C-  (4  («1  -  /)  +  Ä  (y,  -  ^r))]« 
-[Aix^^rHB(1,^^)]^^[Bix^-^r)-^A(i,,-gy]!» 

i  na(^a:i  +  Äy,  +  C)«  +  (^/+%+C)»  , 
=n«(.4«+fi«)«  [ , 

?     -(^«+i?«)[.(:r,-/')«  +  (yi-y)*]     » 

fM^i«l«i  Weil 

n»(^ar,  +  Äyi  +  C)"-(^"+Ä«)  Kar,  ■'/)«+(yi  -y)»i=0 
ist: 


■    \ 


naek  «Amt  «mim  MM§d^  mMijfUMtl^  miMcMi.  tTl 

Also  ist 


■f 


Axt 


_      2         Axj  +  Bifi  +  C        «'-1    M+.gyi  +  C 

und  folglich  nach  10): 
.„,     „  2 1  «'^  (Ax,  +  ^1 4  C)  -  (^+^)  (a?.  -ni 

_Axi^Bj,,  +  C,^  .n»-l   ^Hi^i  +  C 
><   ^/+ß^+C  ^^     2     •  Af^Bg+C  '' 

4jr,  +  igy,4-6'        »'■-1    Jxi  +  Bj/i  +  C 
Af+Bg  +  C  ^*"*'     2     •   J/^+%+C'- 

Ferner  ist  nach  11) 

14)    R*-  (A^+B^)(A/TBg-i^C) 

oder 

15) 

8n*^Ax^  +^i  +  C)HAf+  Bg  +  C+'^~(Ax,  +^yi  +  Q  j» 
^=  (^«  +  ^)(^/'+%+C)*  "• 

Nach  VIII.  7)  i«t 

also 

8n»(Ax,+Bi,i  +  C)*[  Af+Bg+C^^!-j-,{Aa^+Bgi  +€)]• 

qnd  folglich  nach  15):    .  ,  ;,. 

iV«  _ n^jAf-V Bg  +  C)^ _  |  n^ {Af^- Bg  +  C)^  i  ^    -."  .i:.w; 
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dbc», !  wUl  inich  TL  2)  ! .  >    ' ,-.        - .    I    "> ;     A  i  ^1 


ist: 


ß,=(4i»)S 


,;••! .    . 


folgUch 

16)   .    .   .   .    .   .    .      ß=(i^y.. 

eine  llngst  bekaonte  Formel 


9.  3& 

I 

Di«  GldchuDg   der  Berfihrenden   in  dem  Punlcte  (^iSfi)  ist 
bekaontlich 

Q 

oder 

Der  Wertfc  von 

wenn  man  för  ar,  y  respective  /*,  ^  setzt,  ist 

Q(f-^iHP(ff^yi)    oder    ^Q(x^--f)^P(y^^g). 
Nun  ist' aber  nach  dem  Obigen 

=-n*A  {xi  —f)  {Axi-{^Byi  ^^C)^  (^«+  Ä»)(a?,  -/)« 

I 

+  n«(^/-+fi(7  + C)  (^j:,  +  J?y,  +  C) 

weil  das  Aggregat  der  beiden  ersten  Theiie  belcanntiicb  verscbn-in* 
det.  Also  ist  nach  dem  in  §.  4.  bewiesenen'  Sktte  der  Wertb, 
welchen 


nmek  '«Amt  memm  Methode  mmlptticM  ^entwitkeit.  17t 

erbftlt,  wenn  iii»ii  nir  x,  y-respectiv«  f,  g  «ettt»  pfosHkv  oder 
negativ,  jenachdem  der  Brennpunkt  (fg)  und  der  Punkt  {ß\}f{i 
auf  derselben  Seite  oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  Directriz 
liegen. 

Der  Werth  von 

Q(x-a:,)  4  i>(y-y,), 

wenn -man  fSr  ;r,  y  respective  die  Coordinaten  X,  Y  des  Mittel- 
punkts des  Krümniungskreises  «etzt,  ist  nach  10): 

(/»+Q«)« 

P^ach  dem  Obigen  ist  aber 

Also  ist  der  Wertb«  welchen  - 

erhälty  wenn  man  för  x,  y  respective  X^  Y  setzt: 

und  daher  stets  positiv. 

Daher  erhalten  wir  jetzt  nach  §.4.  offenbar  den  folgenden  Satz : 

^yenn  der  Bren.npunkt  und  der  Punkt  (xiyi)  auf 
einer  Seite  der  Directrix  liegen,  so  liegen  der  Brenn- 
punkt und  der  Mittelpunkt  des  Krämmungskrelses  auf 
einer  Seite  der  Beröhrenden  in  dem  Punkte  ixiyi). 

"Wenn  der  Brennpunkt  und  der  Punkt  {xxy{)  auf 
verselileiienen  Selten  der  Directriz  liegen,  so  lie- 
gen der  Brennpunkt  und  der  Mittelpunkt  des  Krflm« 
roungskreises  auf  verschiedenen  Seiten  der  Berüh- 
renden in  dem  Punkte  (^i^i). 

Mittelst  einer  ganz  einfachen  Betrachtung  schliesst  man  hier^ 
aus  auf  der  Stelle/ dass  der  Mittelpunkt' des  Krfimmungs- 
kreises  in  der  Normale  immer  auf  der  concaven  Seite 
des  Kegelschnitts  liegt. 

§.  39. 
Ffir  die  Parabel  ist  nach  14): 


174  A<     ^mntrtt   rätortt  der  KtttetuknUit  '■.>>-,i 

bt>.«bM.-  V.  der  von  <hna  Brennpnnkte  {fy)  aaab  4mi-  Punkte 
(ßiVi)  g^BOtene  Vector,  so  Ut  nach  V.  2) 


Also  Ut 


und  folglich : 
also  nat%  VI.  t): 


124  —  256^  '  /?*    ' 

woraus  sich 

17) ä=^4fV"J 

ergiebt. 

Für  die  Rülpse  und  Hyperbel  ist  nach  14): 

^  -  (A^  +  IP)(Af+Bg+C) 

BeBeicbnen  aber  V  und  Vi  die  von  den  Brennpunkten  (fg)  und 
(/i^i)  nach  dem  Punkte  (^lyi)  gezogenen  Vectoren,  so  ist  nach 
Vi  1),  13): 


•I 


1-,,        4««      (Äf+Bg,-i-Cy»        H*^l  ^1  -l-^i  ■»  C,, 
Also  ist: 

und  •   ;  .   ■    ;       ^ :  ■  k\  i    / 


naek  «ttttt  netto»  Mttkedt  tmaiirtftck  euttUekelt.  i7S 

_     64««      (M±Bi±Cl         rfl-l  Äx,+Byt^€ 
^^  -(S'-l)«"     (i>+Ä*)»     '    ""^     2     •  i/'+Ä^+C  '  ' 

folglich  ,' 

(FFi)«  ? 

— (PHl)«  •  U«+Ä*)«  ■ 

Also  ist 

R*    "(»"-.U*"    (4».+.^)*    '• 


,::  ■.•!, 


und  weil  nach  Tl.  2) 


mnHAf-t^Bg+C)* 
P                U«+Ä«)* 

" 

itft,  80  ist 

f 

'               ■ 

18)    .    . 

(rK)'-     p^  , 

•    •    •        Ä«     —  256(M»-i)<'^ 

FOr  die 

Ellipse  ist 

(FF,)«              p» 

1      ■»   «.I  i 

Ä«     ~  256(1— n«)«' 

also 

VVi  W  VVi  _        ■     1^ 

« 

R               i(l-n^Vl-n*' 

!  / 

und  folglich 

<  ■  . 

19)    .    ,. 

„  _  4(1  -««)  FF,  V  (1  -n>)  FF, 

•     '  —                  '■■■  -pw-     .  . 

:i*--  t  !>d"»»  j  ■/ 

Ffir  die 

•     1       ■ 

Hyperbel  ist 

irii   •   /■■>    .):w 

• 

(FF,)»\          p8 

v<' 

^4      ^256(n*— 1)«' 

also 

• 

1 1 

;  ti;« 

vv,  V  rvi  _           p« 

.1    •           .■  >■: :" 

Ä               4(n«—l)  V"n«—r 

und  folglich 

• 

t7C  »rmntrt:   Tkeortt -dmr  MegelaekHUI»  ^ 

20)  ^_4(n«-l)  VV,  V  (n«-l)FF, ^    ■ 

Aqck  ist:  i      ■         ■    ■ 

-  =4^ V  -  för  die  Parabel, 
p         p  1   p  * 


M)  l'\  ^=4(J  ^fi«)- .  — *  y  (1-ti«)-.— *  för  die'Ellipse, 

:  J     .    Jj'       :  P         P  P        P 

*=4(n«~  1)^.  ^Y  (««-!)-.— *  för  die  Hyperbel. 

Sind  R,  R'  zwei  KrÄnmangshalbmesser  uod  F,  Fi  und  V,  Vi 
die  nach  den  betreffeiideD  Punkten  gezogenen  Veetoren,   so  ist 
fiir  die  Parabel: 

22) F  =  F  V  7' =  V  W  • 

und  für  die  Ellipse  und  Hyperbel  ist: 

Ffir  die  Ellipse  ist  oacb  IV.  20) 

a 

und  nach  IV.  18)  und  \h  2)  offenbar: 

;>«  =  4(1— n«)6«. 
Also  ist  nach  19): 

welche  Formel  auch  för  die  Hyperbel  gilt  und  ganz  eben  so  be- 
wiesen wird.    Es  ist  also  auch  immer 

26) a6  =  i:?i^. 

und  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  ist 
folglich  bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  constant^). 


*)  Bezeichnet  man   den   Flarheninhall  der  Eilipse  dnrcli  £,    so  ist 
anderweitig  bekannt,    das« 


nach  tiner  netten  Methode  analytirch  entieickelL  177 


DiscttssioD    der   allgemeinen    Gleichung    des    zweiten 
Grades  zwischen  zwei  Teränderlichen  Grossen. 

§.  40. 

Die  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  veränder- 
lichen Grossen  hat  im  Allgemeinen  die  Form 

Um  diese  Gleichung  zu  discutiren,  d.  h.  zu  untersuchen,  weiche 
wesentlich  von  einander  verschiedeneu  Curven  durch  dieselbe 
dargestellt  werden,  wollen  wir  sie  mit  der  allgemeinen  Gleichung 
der  Kegelschnitte,  nämlich,  'wenn  n  die  Charakteristik  und 

die  Gleichiing  der  Directrix  ist,  die  Coordinaten  des  Brennpunkts 
jetzt  aber  durch  Xy  F  bezeichnet  werden,  mit  der  Gleichung 

2)     nHAx  +  fiy  +  C)*= (^*  +  Ä«) { (x-^X)^  +  (y-  F)«| 

vergleichen. 

Nach  gehöriger  Entwickelung  bringt  mfin  diese  letztere  Glei- 
chung leicht  auf  die  Form : 

3) 
{(n*''\)A^-B^\x'^^\{n^'-\)B^-^A^\y^-{'%i^ABxy 

■\^1\n^AC+{A^-\-B^)X\x 

-{'^\n^BC^(Ä^-\'B^)Y\y  ^  "^^^ 

und  erhält  nun  durch  Vergleichung  dieser  Gleichung  mit  der  Glei- 
chung 1)  zur  Bestimmung  von  n\  A^  B,  C,  X,  V  aus  a,  6,  e, 
d,  e,  f  die  beiden  folgenden  Gruppen  von  Gleichungen: 

4) {    (««~1)JB«— ^2=Ä, 

n^ABr=:c 


■^r 


Ut;    aldo  ist  nach  dem  Obigen  auch 

E 
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und 

n«C«— (il»+fi«)(2P»+ r«)=f; 

wobei  man  zu  beachten,  hat,  dass  die  erste  Gruppe  nur  die  un- 
(^iLonten  GrlisseQ  n,  A,  B;  die  «»reite,  «aebde«!  diese  unbe- 
kannten Grössen  mittelst  der  ersiea  Gruppe  vf>n  Grleiebuiigeia  be- 
stimmt worden  sind»  nur  die  unbekannten  Grossen  C,  X,  F 
entbSlty  so  dass  wir  also  jede  dieser  beiden  Gruppen  von  Glei- 
chungen fBr  sich  KU  behandein  haben »  wosu  wir  jetst  übergehen 
wellen  *). 


*)^eber  die  Gleichungen 

(«•  — l)il»-^Ä«  =  «, 
•  («»  — 1)Ä»  — 4«  =  *, 

n'^AB  =  c 

kann  man  beiläufig  Folgendes  bemerken. 

Wenn  man  an«  den  beiden  ersten  Gleichungen   zuerst  i9,    dann   Ä 
eümlnirt,    so  erhält  man: 

(»»— l)«Ä«  — fi«  =  («2— 1)^  +  «; 
also  : 

«•(««— 2)  Ä*  =  (»«  —  1)*  +  ö; 
folglich 

lind  d^ber  veg«n  der  dritten  Gleichung: 
oder 

liforaus  sich  ferner  leicht 

ergiebt. 

Schreibt  man  aber  diese  Gleichung  unter  der  Form 

und  zieht  auf  beiden  Seiten  n^C^  ab,  so  wird  dieselbe: 

n*  (aö  —  c«) =— (n*  —  1)  { («—  ^)« +4tc^\. 


»ack  etmer  nenai  MeUmde  amUpttsek  enMckeit.  179 


«41. 

Cm  die  GleicboDge« 

i(fi«-*.lM*-Ä««=ii, 

10  Bezag  auf  it,  A,  B  als  unbekannte  Grossen  aufzulösen,  setze 
man: 

A  +  BsS2i^,  A'it=Vf-iß^      :. 

A^B=i2w;  Ä±±t)— fr; 

so  werden  die  Glelcbdng^  6) : 

!u(v  +  fc)*  —  (v — w)*  =  a , 

also : 

(te— l)(fj« +  €•*)+ 2  («+ |)fHo  =;  fl , 

9)    .    .    .       i  (t«-l)(^«  +  i«?»)— 8(iM  +  l)!?rt?Ä*, 

1(^  +  1)  (b«— 10«)  =c; 
woraus  ferner 


lifo: 


oder 


aft_c«d=^2L^{(a_«).+4p.) 


c._a4=«!_i{(a_*).+4«*i. 


woran«  man  fchliatsl»  das« 

rdspectiTe 

fl«<l,     »«=±1,    «>>1 

oder 

f|<l,    «  =  1,    «>  1 

itt 


12* 
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|2(tt—l)  (©•  +  «>•)  =  0  +  6, 
4(ii  +  l)wp  =:  a —  ö , 
(tt  +  l)(r*— tr«)  =  c 
folgt.     Drfickt  maD  aber  diese  Gletchanpcen  auf  folgende  Art  aus : 

11)    .    .    •     I 

f  2ii(c«— ic«)=2c-2(t)«-«e») 


und 


S4(u+l)vw  =  a  —  ö, 
2(«  +  l)(«»-ti^)=:2c; 

80  erhält  man  durch  Division  zur  Bestimmung  von  v,  w  die  bei- 
den folgenden  Gleichungen: 

v^  +  ufl       a+ft  +  2(p«  +  to«) 
„2_^s  —    2c— 2(t>«— w«) 

13)  .  .  .     ; 

2vw     ^  a — b 

Um  diese  Bestimmung  von  v,  w  mit  mfiglichster  Leichtigkeit 
auBzufiShren ,  setze  man: 

14) v^=^Rco8(p,    to=iRsioq); 

wo  R  eine  positive  Grosse  sein  soll;    so  ist 

!?•— w«=:Ä«cos2g),  . 

'2vw^R^6in2(p; 
und  die  Gleichungen  13)  werden  also: 

sec.g)-.2(c-.ß«cos29))* 
16)    ...    .      ' 

tang2g)=~2^; 

voraus  man  zur  Bestimmung   der   beiden   unbekannten  Grossen 
(p,  R  leicht  die  folgenden  Formeln  erhält: 

tang  2(p  =  2L=- , 

17)  .  .  .    ; 

jy^,  4/"^g"-(g-fr^)cos2y . 
*  V  cos29>  * 
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und  zur  Berechnung  von  e  und  u>  bat  man  nach  14)  die  Formeln: 

tang29=-^. 


\ 


sin  y  4  r2c— (g  4-  ^)  cos2y , 
*^~    2     ▼  C0829 

also  zur  Berechnung  von  A^  B  nach  7),  weil 

woiio        ^^   '           2cos(450-y) 
C089  -f  sin  9>  =  sin  (9(1" —  9)  +  sin  qp  = —75 

wono       ^       •           2siri(450--y) 
cos<p— 8in9>=sin(9(r'  — 9) — siny=  ■■  ■  \^ 

ist,  die  Formeln: 

^         a — 6 

tang2g)  =  -^  • 


.  cos  (45^— y)  4 /'2c  ~  (a  +  6)cos2y 

*^^  •  •    <  ^-"         V2         T  ^5ä^2^  ' 

sin  (450—  y)  Ar2c  -  (a-f6)cos2y 
V2         if  cos2y 


oder: 


tang2y  =  -^  , 


oAN         y            ^            />i»€o        ,4r2c— (a  +  6)cos2y 
20)  .  .  <  ^  =  cos(450-.y)Y  .2cos2y 


,    /.^«       ,4/2c-(a+6)cos2y 
B  =  sln(460-y)V  2cTs2y. 


Nach  18)  ist  offenbar 

.     cos  2a)  2c— (0+6)  cos  2y       2c— (a+6)cos2y 
4  cos2y  4 

und  nach  10)  utad  7)  ist 

also  nach  dem  Vorhergebenden: 
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co82q>* 


Vorzüglich  kommt  es  nun  darauf  an,  zu  unterfuchen,  unter 
welchen  Bedingungen  die  vorhergehenden  Formeln  für  n,  A,  B 
reelle  Werthe  liefern»,  wozu,  wb  jiQfot  übergehen  wollen. 


(4» 
Zuerst  bemerken  wir  Folgendes. 


Aus 


^^  =1 


2c  — (o+6)cos2g)  ^ 
folgt  nach  tmd  nach : 

4c  J5 

2c-(a  +  6)co8^9""^  ^®' 

2c  +  (a4-6)cos2y;5Q 
2c— (<H-ft)cos8gi^^ 

{2c-Ka  +  fe)cos2yH2c— (q4-6)co8  2y}  ^^ 
I8c— («  +  «CDfiia9^lU«— (^+^)cos29>)  ^"' 

4cg  -  (g  +  6)«  cos  2yg  ^  |. 
{2c— (a  +  6)cos29)|«%y    ' 

4c^ — (a  +  6)*  cos  29)2 = 0 ; 

> 

also,  weil  nach  2(^ 

1  4c^ 

22)    .    .      coßV  =  1 + tau  V  ^  («  -  *)•  +  4? 
ist: 

4c«|(a— 6)*  +  4c*— (o+6)*J  3»0, 

> 

c»(c»— a6)=0; 


nach  einer  neuen  MeiAode  muUyiUch  entwickelt.  18ä 

folglich y  anter  der  Voraussetzung ,  dass  c  nicht  verschwindet: 

> 

Wenn  also  c  nicht  verschwindet, ,  so  sind  mit  gehöriger  Be- 
ziehung der  oberen,  mittleren  und  unteren  Zeichen  auf  einander 
die  Bedingungen 

^        2c  —  (a  +  6) cosig)  ^ 
oder  " 

<  < 

c«— «6  =  0,    «»=1 

>  > 

immer  zugleich  erfüllt. 

§.43.  i» 

Ferner  bemerken  wir^  dass  aus 

< 

nach  gehuriger  Entwickelung  der  Quadrate  auf  der  Stelle 

4(c«— a6)=0, 
> 
also 

< 
c«—a6=0 

> 

folgt,  so  dass  folglich  mit  gehöriger  Beziehung  der  oberen,  mitt- 
leren und  unteren  Zeichen  auf  einander  die  Bedingungen 

c*^ab=0,    (a-6)«+4c«r=(a+6)* 
>  > 

oder 

<  ^ < 

c«  —  a6  =  0,     V  (a  —  6)«  +  4c« = val .  abs.  (a  +  6) 

>  > 

je^SeßTZ^t  BUgleich  Stalt  finden  oder  erfüllt  sind. 
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5.  44. 

Aus  22)  folgt : 

•2c  t 

23)    ...    .      co»2ip  =  ±-75= 


V(a-6)«+4c«' 
also 


2c-  (a  +  6)eos2<p  =  2c  --^^^^=^ 

uod  folglich 9  iodem  wir  den  Fall,  wenn  c=0  ist,  för's  Erste  gana 
bei  Seite  setzen«  nach  21): 

94.  „«_         2\^(a-fe)«fTc» 

\^(a— 6)«  +  4c«T(«  +  Ä) 
Weil  ferner 

2c  — (g  +  6)  cos  2y  _      2c 

'cos2f>  —  cos29""^''  +  '^^ 

Ist,  so  ist  nach  dem  Obigen : 

oder: 

^       CÖ82© =  dbiV(a  — ft)*  +  4c«i-(a+6)). 

Aus  den  Formeln 

tang2<,=  -2^,    cos 2^  =  ±  ^^^.^^^.^ 
folgt : 

26)    ....       sin2<p=:jb    r  —=9 

'  ^  V'^(o-6)*+4c« 

naturlich  immer  mit  Beziehung  der  oberen  und   unteren  Zeichen 
auf  einander. 

Den  Winkel  2^  wollen  wir  im  Folgenden  immer  zwischen  0 
und  36(K^  nehmen. 


§.45. 

Indem  wir,  wie  schon  erinnert,  den  Fall,  wenn  c=0  ist,  für's 
Erste  ganz  bei  Seite  setzen,  unterscheiden  wir  nun  die  folgenden  Fälle. 
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I.    e»  — a6>0,    also  n^>h 
Weil  bekanntlich 

V(a— 6)«  +  4c»  >  val.  ab»,  (a  +  6) 

i»t,  so  liefern  in  der  Formel  24)  beide  Zeichen  für  n*  positife 
Werthe.  Dagegen  liefert  in  der  Formel  25)  nur  das  obere  Zeicheir 
fiSr  die  Grösse 

2c  —  (a  +  fe)cos2y 
cos  29 

einen  positiven  Werth;  und  da  diese  Grösse  nothwendig  positiv 
sein  muss,  wenn  die  Grössen  A  und  B  in  19)  reell  sein  sollen» 
so  kann  man  in  unseren  obigen  Formeln  nur  die  oberen  Zeichepi 
nehmen.    Man  muss  also 

cos2y=     r-  z==:z==,    fiiin29  = 


V(a  —  6)«  +  4c« '  ^      V(a — 6)«  +  4c* 

setzen,  durch  welche  Formeln  der  zwischen  0  und  SÖO^'  liegeodjp^ 
Winkel  2^  vollkommen  bestimmt  ist.  Dass  dann  aber  ,aach  diie 
Grössen  n,  A,  B  reell  und  vollkommen  bestimmt  sind»  und  das« 
9t >1  ist,  versteht  sich  nach  dem  Obigen  von  selbst.. 

II.    c*  — a6  =  0,    also  n*=i. 

Weil  c^=^ab  ist,  so  ist  116  positiv,  und  a  und  b  haben  daher 
gleiche  Vorzeichcfn.  Sind  nun  a  und  ö  beide  positiv,  und  ist  alsd 
auch  a-\-b  positiv,   so  kann  man,    weil 

V^(a— 6)*+4c2=a  +  6 

ist,  in  der  Formel  24)  nur  das  untere  Zeichen  nehmen,  ^eil  das 
obere  für  n*  das  Symbol  des  Unendlichen  liefern  wurde.  Sind 
dagegen  a  und  b  beide  negativ,  und  ist  also  auch  a  +  b  negativ, 
so  kann  man,  weil 

V(a— 6)«+4c«  =  val.  abs.  (fl+  6) 

ist,  in  der  Formel  24)  nur  das  obere  Zeichen  nehmen,  weil  das 
untere  ffir  n*  das  Symbol  des  Unendlichen  liefern  wurde.  Wenn 
nun  aber  a  und  6  beide  positiv  sind,  so  liefert  in  der  Formel  25) 
das  untere  Zeichen  für 

2c — (a+ 6)  cos  2g) 
cos29) 

einen  negativen  Werth,  für  A  und  B  also  imaginäre  Werthe,  was 
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ie_ 

2c— (0  +  6) 


cos  3^' 


bestimmt 

Von  dem  Falle,  iveno  c=0  ist,  wird  späterhin  die  Rede  sein, 

§.  46. 

Wenn  wir  jetzt  den  Anfang  der  Goordinaten  in  einen  darch 
die  primItiTen  Goordinaten  p,  q  bestimmten  Punkt  {pq)  verlegen, 
und  diesen  Punkt  als  Anfang  eines  neuen,  dem  primitiven  Systeme 
parallelen  Goordinatensystems  annehmen,  so  müssen  wir,  um  zu 
diesem  neuen  Goordinatensysteme  fiberzugeben,  in  der  Gleichung 

ar*+%*+2ca:y+2€te+2cy  +  f=0 

V 

IGr  or,  y  respective  p+x,  q+y  setzen,  indem  wir  der  Kürze 
wegen  die  Goordinatenin  dem  neuen  oder  secundären  Systeme  wie- 
der durch  ^,  y  bezeichnen.  Dadurch  wird  vorstehende  Gleichung 
nach  gehöriger  Entwickelung : 

aa^+by^  +  ^xy 

+  2(«p  +  cy  +  d)a:  +  2(cp  +  Ä^  +  «)y  J  =0. 

+  ap^  +  bq^  +  2cpq  +  2dp  +  2eq  +  ( 

Bestimmen  wir  nun  den  Punkt  (pq)  so,  dass  seine  primitiven 
Goordinaten  p,  q  den  Gleichungen 

ap  +  cq  +  d=iO, 

cp-i-bq  +  e  =0 

genügen,  so  erhalten  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  durch 
Elimination  von  q  und  p  die  Jiieiden  folgenden  Gleichungen : 


(c* —  ab)  p  +  ce  —  &rf = 0 , 


also: 


j^.  bd  —  C6  ae  —  cd 

29)     ...      .       p=-^-^,     ,  =  -^_; 
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welche  Formeln  aber  fllr  p  and  q  nor  so  lange  :eiidliclie  vtilig 
beatiromte  Wertbe  liefern»  so  lange 'C*^a6  nicht  veraehwindet. 
Weil 

ap*  +  bq^  +  2cpg  +  2dp+2eq  +  ( 

=  (ap  +  cq  +  d)p  +  (ep4-bq+^)9  +  dp+^9  +  ^» 
also  nach  dem  Obigen 

ap*+bq^+2cpq+2dp  +  2eq't-f=dp  +  eqi'( 

ist»   80  erhalten  wir  fOr  die  Grösse 

ap^+bq^  +  2cpq+2dp+2eq  +  ( 
oder 

dp  +  eq  +  f , 

wenn  wir  die  obigen  Werthe  von  p  und  q  in  diese  letztere  Grösse 
einffihren»  leicht  den  folgenden  Äosdruck: 

ae»  -f  6<P  +  fc«  -  a6f  —  2cde 

und  es  ergiebt  sich  nun«  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

flc«  +  6cP  +  fc«— a&f  — 2cc/e 


30)    .    .    .        «  = 


c*  — a& 


setzen,    der  folgende  Satz: 

Wenn  c^ — ab  nicht  verschwindet,  so  iSsst  sich  die 

allgemeine  Gleichung  des   zweiten   Grades   zwischen 

zwei  veränderlichen  Grössen  immer  durch  eine  blosse 

parallele   Fortrückung    des    Coordlnatensystems    auf 

die  Form 

oo:*  +  by^-\'2ca:y  -|-  ad  =  0 

bringen,  so  dass  wir  also  unter  der  Voraussetzung, 
dass  c^—a6  nicht  verschwindet,  die  allgemeine  Glel« 
chiing  des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  veränderli- 
chen Grössen  auch  immer  bloss  unter  dieser  Form  zu 
betrachten  brauchen. 

Wir  wollen  nun  zu  der  Auflösung  der  drei  Gleichungen 

31)    .    .    .     <  n«BC+(^*+Ä»)F=e. 

«C« -(.<«+ fi«)  (JT«  +  F«)  =  f 
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•iMfgehofi,  «nd  oaterscheUkiii  daJM,  ind^m  wlf,  wie  «dio«  «ito« 
DOrt,  dM  Fall;  Wenn  «=0  M»  fdr'n  Er«le  bei  SMte  fteteeii,  i^e« 
der  die  drei  folgenden  Fälle. 

Id  diesem  Falle  ist  es  nach  dem  vorhei^ebeidep  Paimgraplieto 
verstauet  9 

dz^füf    6  =  0,    fsrc» 

zu  setzen,  wodurch  die  Gleichungen  31)'  die  folgende  Form  er- 
halten: «i"  : 

inMC + (-4«  +  Ä«)  jr = 0, 
Aus  den  beiden  «ritten  Oleicliungen  folgt  i 

■^ — Äß+h*'  ^ — wr&' 

also 

und  folglich  vetmuge  der  dritten  Gleichung: 

Daher  haben  wir  aur  Bestimmung  von  C,  ^T»  V  die  Formeln : 


33) 


Sollen  diese  Formeln  f&r  C,  X,  ¥  reelle  Werthe  liefern«, so  muss 
o>  negiatiT  sein.  Dass  dies  aber  der  Fall  sei>  ist  jederzeit  anzu- 
nehmen verstattet;  denn  nach  $.45.  können  im  vorliegenden  Falle 
a  und  6  ganz  beliebige  Grössen  sein,  und  wenn  in  der  Gleichung 

<u?*  +  6^*  +  2cary  +  o  =  0 

das  letzte  Glied  m  positiv  wäre,  so  brauchte  man  die  gegebene 
Gleichung 

aa:*  +  4f «  +  2ca:y +2cfcir  +  2e^  +  f=0 
der  Curve  bloss  unter  der  Forai 

—  ciaf*— *^— 2e*y— »Sito— 2ey-fä=0 
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diesem  Falle  nach  dem  Obigen  0  =  0,  XssO,  F  =  0,  also  die 
Cleichnng  der  Directrix  im  zweiten  Coordinateneysteme 

ist,  wodurch  eine  dnrch  den  Punkt  (pg)  gehende  Gerade  charak- 
terieirt  wird,  und  weil  mit  dem  Punkte  (pq)  auch  der  im  zweiten 
Coordinatensystem  durch  die  Coordinaten  X=^0,  F=0  bestimmte 
Punkt .  zusammenföllt ;  so  erhellet  mittelst  einer  ganz  einfachen 
geometrischen  Betrachtung  auf  der  Stelle,  dass  Im  vorliegenden 
Falle  die  Hyperbel  in  ein  System  zweier  durch  den  Punkt  (pg) 
gehender  gerader  Linien  degenerirt»  wie  dies  aus  dem  allgemei- 
nen Begriife  der  Kegelschnitte  in  §.  1.  sogleich  folgt,  weU  hier 
der  Brennpunkt  in  der  Directrix  liegt  und  die  Charakteristik  gros- 
ser als  die  Einheit  ist. 

Ceberhaupt  ergiebt  sich  aus  dem   Vorhergehenden    das   folr 
gende  Resultat: 

Wenn  c  nicht  verschwindet  und 

c«-a6>0 

ist,  so  stellt  die  Gleichung 

eine  Hyperbel  oder  ein  System  zweier  sich  schneidenden  gera- 
den Linien  dar,  jenachdem 

ae*  +  bd^ + fc«—  a&f  —  2cde  ^  0 

oder 

ae«  +  6d«  +  fc«  —  abf'-2cde  =  0 
ist. 

IL    c«  — a6  =  0,    w=:L 

In  diesem  Falle'  nehmen  die  Gleichungen  31)    die  folgende, 
nämlich  ihre  ursprüngliche  Gestalt  an: 

AC+(A^  +  B^)X=d, 

34)    ....    {  ÄC  +  (J«  +  i?«)F=c, 

C^-^(A^^B^)(X^+  F«)=f. 

Aus  den   beiden  ersten  Gleichungen  folgt: 
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afaio: 

woraus  sich 

folglich  nach  dem  Obigen 

^    A^  +  B*  •" 

ergiebt»  so  dass  man  also  zur  B^stiramang  von  C,  X,  Y  die 
folgenden  Formeln  hat: 

35) 

^~       2(d^+ejB)       '     ^—A*  +  B*'     '^  —  A*+B'' 
Dass  nicht 

sein  kann,  ergiebt  sich  unter  der  Voraussetzung ,  dass  c  nicht 
verschwindet,  wie  in  L,  und  die  vorstehenden  Formeln  liefern 
also  für  C,  ^,  Fso  lange  endliche  völlig  bestimmte  reelle  Werthe, 
so  lange  nicht 

ist,  so  dass  wir  also  diesen  letzteren  Fall  jetzt  besonders  betrach- 
ten mässen. 

Zuvorderst  wissen  wir  aus  §.  45.,  dass  aund  b  negative  Grös- 
sen sind,  und,   weil  n  =  l  ist,   so  sind  die  Gleichungen  6): 

^a  =  — 6,    Äa  =  — a,    AB  -  c. 

Also  ist,  jenacihdem  c  positiv  oder  negativ  ist,  mit  Beziehung  der 
oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander : 

A=±V^^b,  fi=  +  V^=a  oder  A  =  ±V^,  B  =  ^V^^a. 
Wegen  der  Gleichung 

dA  +  eP  =  0 
ist  also,   wenn  c  positiv  ist: 

dV^^+eV^^-0, 

und  wenn  c  negativ  ist,    so  ist 

Th«ll  XXXI.  13 
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rfV--6  —  eW — a=0. 


Weno  raao  da«  i«  Folgendaii  immer. ^  t>bereD .  eiier  unteren 
Zeichen  nimmt,  jenaohdem  c  positiv  oder  negativ  ist»  so  ist: 

folglich : 


und  die  zu  discutirende  Gleichung 

«a«  +  6y« +«car5+2*i?+Sc]5r +f  =0 
lässt  sich  also  nnter  einer  der  beiden  folgenden  Formen: 


««•  +  6y*i:^  V^.  V"^.«y  +  ida:^2dj~i  y +f=0. 


V  — o 
oder 

-#«:«— 6y«T2V*^.V^-6.a:^±2e-p==>ir— 26^ -.f  =  0; 

also  unter  einer  der  beiden  folgenden  Formen: 

2d  , 

(a:V^  +  3^V^^)*-T7=:(^V^Ty^^)-f=0, 

darstellen.    Da  sich  diese  beiden  Gleichungen  in  Bezug  auf 

X  V  ~a Ty  V^— -6 

als  unbekannte  Grösse  wie  quadratische  Gleichungen  auflosen 
lassen  5  so  ist  klar^  dass  im  vorliegenden  Falle  die  zu  discutirende 
Gleichung  im  Allgemeinen  zwei  parallele  gerade  Linien ,  die  aber 
auch  zusammenfallen  können,  darstellt,  oder  gar  keine  geome- 
trische Bedeutung  hat,  jenachdem  die  Wurzeln  der  obigen  qua- 
dratischen Gleichungen  reell  oder  imagniär  «ind. 
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Sollen  diese  Formeln  Ar  -CiX',  ¥  reelle  Werlbe  tIefeW«  s»  nmes 
09  positiv  sein,  wobei  wohl  (saiim  i^ch  besonder^. erinnert  zii  wer- 
den braucht»  dass  in  diesem  Falle  a  und  6  als  negativ' vorausge- 
setzt werden.    Dass  nicht  *  ^ 

'  .^_     ' 
sein,  und  also  X und  F  nicht  irnendiicfa  werden  kSnnen,  wird  ganz 

wie.  in  L  bewje^ien.        . 

Wir  wollen  nun  den  Fall  beträchten»  wenn  n  nej^thr  oder 
0)  <  0  ist.    Weil  die  gegebene  Gleichung 

«07*+ %*  +  2ca:y  +  CO  =  0 
ist,  so  ist 

aa:*  +  6y*+2car^= — w. 

Hieraus  erhellet  znvSrderst»  dass  keine  der  beiden  Grössen  x,  i 
vei'ischwinden  kann;   denn  verschi^^ände  etwa  y,'so  wärö 

ax^= — CO, 

folglich  a.T^  positiv,  was  ungereimt  ist»  weil  a  neigätiv  ist.  Fer 
ner  erhellet  aus  der  obigen  Gleichung,   dass 

aa?^+%*  +  2car.v>0, 
folglich 

2cxy  >  —  ax^ — by* 

ist.  Weil  — ax^  —  by^  eine  positive  Grösse  ist,  so  ist  auch 
2ca:^  eine  positive  Grosse,  und  c  und  xy  haben  daher  immer 
gleiche  Vorzeichen,  weshalb  wir 

2  (+ ^)  (±  a:y)  >  —  «^*  —  Ä^^« 

setzen,  und  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen  wollen,  je- 
nachdem  das  nicht  verschwindende  c  positiv  oder  negativ  ist,  wo 
dann   ±  c   und    db  xy  stets    positive   Grossen    sind.     Weil  nun 

c*  — a6<0  ist,  so  ist  a6>c*,  also  Va6>±c,  und  folglich  nach 

dem  Obigen  ±2a^  Vai5> -'a.t;*— 6y*  oder 

oder 

(0?  V^)«  +  (y  V^^)«T2a:  V^=^ .y  V^ITfi  <0, 
also 
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was  UDgereimt  ist«  iiMsofern  x  und  y  qreelle  Grössen  sein  sollen. 
Also  bat  im  vorliegenden  Falle  die  zu  discutirende  Gleicbimg  gar 
keine  geometrische  Bedeutung. 

Für  09  =  0  ist 

oder 

2ea:y  =  •— dar*  —  6y*, 
oder  wie  vorher 

2(+c)  {±xy)  =  —  ax^  -  6y* 
Nun  ist  aber  Vaft>+c,   also 

oder 

also  •  { 

-  aar«  -  6y«  T  "^y  V^fl6  =  0 
oder 

--<«:•— *y«+2a:^  V'46<;0, 
also 

(a:  V^Ty  ^^)«=0    oder    (arV^Ty  V^)«  <  0, 

jenachdem  eine^  oder  keine  der  beiden  Grössen  o?,  y  verschwin- 
det.   Da  das  Letztere  ungereimt  ist,  so  bleibt  bloss  die  Gleichung 


(:rV^— ö=FyV'^)«  =  0    oder   or  V— a+y  V"— 6  =  0, 

welche  der  Voraussetzung  entspricht,  dass  eine  der  beiden  Grös- 
sen 0?,  y  verschwindet.  Dann  verschwindet  aber  vermöge  dieser 
Gleichung  auch 'die  andere  der  beiden  Grössen  x^y,  da  keine 
der  beiden  Grössen  a,  6  verschwindet,  weil  a6>c^  ist,  und  .f 
nicht  verschwindet.    Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung 

aa:2  +  %*  +  2ca:y  =  0,  j,,. 

unter  Voraussetzung  reetier  Wertbe  von  ^  und  y,  nur  erfüllt  wird, 
wenn  x  und  y  beide  verschwinden,  so  dass  also  in  diesem  Falle 
die  zu  discutirende '  Gleichung  bloss  den  Punkt  (py)  darstellt. 

üeberlegt  man  nun,  da^s,  weU 

€2-flr6<0 
ist,   nach  30),  wenn 


A  • 
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t»>0,    li<0,    miad 
IM,  rti^ptsMve 

ae«  +  6«P  +  fc« — a6f  —  2crf«  <  0, 

ae«  +  6d«  +  fc« — a6f — 2cdc  >  0, 

ae«  +  6i/*  +  fc«— a6f — 2cdc=0 

ist»  60  ergiebt  sich  gal^e  ualKwei^ietttig  iltt  Allgemeinen  das  fol- 
gende Resultat 

Wenn  c  nicht  verschwindet  und 

c*  — a6<0 

ist»   so  stellt  die  Gleichung 

in  welcher  wir»  wie  es  verstattet  ist,  a  und  b  als  negativ  anneh- 
men» eine  Ellipse  dat»  oi&t  hat  gar  uAm  geometrische  Bedeu- 
tung» oder  stellt  nur  einen  Punkt, dar»  jenachdem 


oder 


oder 


ist. 


ac*+  Äd^  4^fk*-  aW— 2crffe  <0» 


ae«  +  6rf«+ fc«  —  a6fH-2«fe  =  • 


§,  48. 

Wir  wollen  nun  den  Fall  betrachten»   wenn  c=:0  ist»   wobei 
wir  wieder  die  drei  f*ätte 

tiM/Hch  dte  drei  Fä!R6       ' 

—  ci6>Ö,    — a6  =  0»    — aft<0 
oder 

a6<«^    «(«9»    4eÖ>0 

1MI0r8WBnWD> 

Die  ärei  ü)«ichtingen  6)  stnA  in  difeiseln  li'alle: 
38) .J  (««—!)»»- ^«  =  6, 
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I.    a6<0. 

fh  diesem  Fklfe  baben  a  und  b  urtgfolche   Vorzeicben  und 
kdne'  dfeser  beiden  GiUssen  kunn  versdtwnidien. 

Wenn  a  negativ  und  b  posiliv  ifit,  so  setze  man 

^  =  0, 

wodurch  die  dritte  der  Gleichungen  38)  erfäUt  wird,  und  die  bei- 
den ersten  Gleichungen  werden: 

-.fi«  =  a,    (n«— 1)Ä«  =  6; 
woraus  sich 

'  Ä*  a  a 

also: 


39) 


ergiebt»  und  offenbar  n>l  ist.    Auch  ist 

und  verschwindet  also  nicht. 

Wenn  a  positiv  und  b  negativ  ist,  so  setze  man 

i?  =  0, 

wodurch  die  dritte  der  Gleichungen  38)  erfällt  wird,  und  die  bei- 
den ersten  Gleichungen  werden: 

—  i4«  =  fr,    (n»-l)i4*=fl; 
woraus  sich 

Am  t  •         »     .      *  »         ^^  fr  —  « 

also: 

40)    .    .    .   n=y^,    ^=±V=^,    ÄÄ» 
ergiebt.    Auch  ist 

und  verschwindet  also  nicht. 

Femer  ergiebt  sich  nun  ganz  auf  dieselbe  Art  wie  in  §.  47. 1. 
ohne  eine  Beziehung  der  folgenden^icben  auf  die  vorhergehenden: 
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41)   ^-±\  n«(n«-l)'    ^'":AHS^'    ^-~ilHÄ* 

welche  Formeln,  insofern  co  negativ  ist,  was  man  immer  anzu- 
nehmen sich  berechtig  halten  darf»  filr  C,  Xy  Y  endliche  reelle 
völlig  bestimmte  Werthe  liefern,  lieber  den  Fall  oo  =  0  ist  Das- 
selbe zu  bemerken  wie  In  §.  47. 1. 

Wir  erhalten  daher  den  folgenden  Satz: 
Wenn  c  verschwindet  und 

a6<0 
ist,   so  stellt  die  Gleichung 

«w^  +  fty*+2ca:y + 2Ar  +  2ey  +  f  =0 

eine  Hyperbel  oder  ein  System  zweier  sich  schneidenden  gera- 
den Linien  dar,  jenachdem 

cic« + 6iP+  fc«— a6f  -  2cde  ^0 
oder  , 

ac«  +  6d»  +  fc«~c6f — 2crfc=:e 
ist. 

11.    a6=0. 

Die  Grossen  a  und  6  verschwinden  entwecfer  beide  oder  es 
verschwindet  nur  eine  derselben. 

W^enn  a=:0,  6  =  0  ist,   so  ist  die  zu  discutirende  Gleichung 

dx  -{-ey  •{■  f=0 

und  stellt  also  eine   gerade  Linie  dar. 

Wenn  «  =  0  und  nicht  6=0  ist,  so  setze  man 

«  =  1,    Ä=0. 

Dann  sind  die  erste  und  dritte  der  Gleichungen  38)  erfüllt,  und 
die  zweite  Gleichung  wird 

^a=  — 6,    folglich  A^±V^. 

ISinimt  mau  also,  was  offenbar  verstattet  ist,  6  als  negativ  an,  so 
liefern  die  Formeln 

42)    ...    .    n  =  l,    ^  =  ±V^,    iß==0 
im  riy  Ay  B  endliche  reelle  völlig  bestimmte  Werthe. 
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Wenn  nicht  a  =  0»  alA^r  6  =  0  ist»  so  setze  man 

n  =  l,    il=0. 

Dann  sind  die  zweite  nnd  dritte  der  Gleichungen  38)  er  fällt  ^  und 
die  erste  Gleichung  wird 

15*=-fl,  /olglich  J?  =  ±V^^. 

Ntmmt  man  also«  was  offenbar  f erstattet  ist»  a  als  t negativ  aii» 
«a  liefern  die  Formeln  .       {  . 

43)    .        .    .    «  =  1,    il=0,    i?=±V^ 
für  n,  Äy  B  endliche  reelle  völlig  bestimmte  Werthe. 

Dass  in  keinem  dieser  beiden  Fälle  A^  -i-  B^  verschwindet, 
ist  klar. 

Ferner  erhält  man  ganz  wie  in  §.  47.  11. 

..^    r     d^  +  e*H{A*+B»)      y     d-AC  _e-BC, 

**'    ^-       2(dA-t^eB)       '    ^-^+1»«'     '  — ^  +  B«* 

and  diese  Formeln  liefern,  wenn  nicht  '  i    ' 

I 
*  •      •  • 

\9i,  fOr  C>  X^  Y  endliche  reelle  völlig  bestimmte  Werthe. 
Den  Fall,   wenn 

ist,  inüssen  wir  nun  besonders  betrachten. 

*  Wenn  a=:  0  und  nicht  b  =0  ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergebeodeof; 

und  wegen  der  Gleichung. 

dA^'eB=Q 
ist  folglich  d=zO;  also  idt  die  zu  discütirende  Gleichoüg:  -' 

und  stellt  daher  zwei  der  Axe  der  x  parallele  gerade  Linien,  die 
auch  zusammenfallen  könne«,  dar,  oder  hat  gar  keine  geometrische 
Bedeutung,  jenachdem  die  Wurzeln  der  vorstehenden  Gleichung 
reell  oder  imaginär  sind. 

Wenn  nicht  a  =  0,    aber  6  =  0  ist,    so  ist  nach  dem   Vor- 
hergehenden 
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fl^*  +  fty*+2ca?y  +  CD  =  0 

wird  im  vorliegendeD  Falle»  wo  #=r:0-Ut: 

fl^*  +  6y*+ »»=0, 

und  lässt  sieb,  wenn  o>0  ist,  offenbar  auf  folgenden  Ausdruck 
bringen: 


(/5>  (©'=•• 


atpllt  also  in  delu  Falle,  wenn  a  =  6  ist»  einen  Kreis  dar.  , 
Wenn  »  <  0  Ist,    so  bat  die  Gleicbung   ... 

oder 

wo  die  Grösse  auf  der  linken  Seite  positiv  ist,  die  Grosse  auf 
der  reebten  Seite  tiegativ  ist  und  nicht  verschwindet,  offenbar 
gar  keine  geometrische  Bedeutung. 

Wenn    o  =  0  ist,   so  geht  die  Gleichung 

or*  +  6y*  +  00  =  0 
in  die  Gleicbung 

über,  und  wird  daher,  weil  die  nicht  verschwindenden  Grossen 
o»  b  gleiche  Vorzeichen  haben,  nur  durch  die  reellen  Werthe 
^^0,  .y  =  0  erfüllt,  stellt  also  bloss  den  Punkt  (,pq)  dar. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

\       Wenn  c  ^verschwindet  und 

•  a*>0 

ist,  so  stellt  die  Gleichung 

aa?*+ ftj^H2ca:y  +  2Ar  +  2«y  +  f=0,  • 

in  welcher  wir,  wie  es  verstattet  ist,  a  und  b  als  negativ  anneh- 
men» eine  Ellipse  oder  einen  Kreis  dar,  oder  hat  gar  ,keine  gep* 
metrbehe.  Bedeutung,  oder  stellt  nur  einen  Punkt  dar,  jenachdem 

ac»  +  Ärf«  +  fc«— a6f — 2crfe  <0, 
oder 

ae^  +  6«i^  +  fc«  —  «ftf—  Icde  >  0, 
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Vergl«iclieD  wir  nun  die  Comitanteii  iti  und  ]$  rücksichtlich 
ihrer  abeolateD  Werthe  mit  einander,  so  ist: 

■  A^  ■ B^ 

^  ""  (Af+Bg  +  C)«co8  w«  "  (Af+  Bg  +  C)«  sin  a« ' 

also,  weil  nach  dem  Obigen 

^«+  Ä«  =s  il«(l  +  tang  CO«)  =  Ä«(l  +  cot  a«) 


oder 


ist 


'  cos  w*       sinw* 


13) 


n«  (Af-i:  Bg  +  C)*cos  »« "^  n«  (/l/+i?5r+ C)*  »»"  »*  * 
^*^(if/+iB^  +  C)«cos^  =  (i4/'+iK7  +  C)*sini»«' 


folglich : 
14)    ...    .       il«  =  ^    oder  B«  =  n«iP. 

Hieraus  ergiebt  sich,   dass  fiir 

n  =  l,n<l,    n>l 
respective 

Ä«=»«,    Ä«>)$«,    il><18«; 

oder  dass  für  die 

Parabel,    Ellipse,    Hyperbel 
respective 

val.  abs.  ü  =  val.  abs.  }$ ,    val.  abs.  Ü  >  val.  abs.  TS, 

val.  abs.  ü  <  val.  abs.  ]$ 
ist. 

Man  kann  der  Polar -Gleichung  II)  oder  12)  noch  eine  etwas 
andere  Gestalt  geben ,  wodurch  die  Constante  ]9,  die,  im  Obigen, 
wie  sich  nachher  zeigen  wird,  positiv  und  negativ  sein  kann,  stets 
positiv  wird. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  den  Winkel,  welchen  der  von  dem 
Brennpunkte  (fg)  nach  dem  diesem  Brennpunkte  zunächst  liegenden 


nacä  Hner  neuen  Methode  atuUffüsch  enhMckeU.  209 

Scheitel  if'g')  bin  gehende  Theil  der  Aze  des  Kegelschnitts  mit 
dem  positiven  Theile  der  ersten  secundären  Goordinatenaxe  ein* 
schliesst,  indem  wir  diesen  Winkel  von  diesem  positiven  Theile 
der  ersten  secundären  Coordinatenaxe  an  durch  den  secundären 
Coordinatenwinkel  hindurch  von  ü  bis  360^  zählen,  durch  6)  be- 
zeichnen,  und,  indem  wir  bemerken,  dass  nach  IV.  14*) 

nA{Ar+Bg  +  C) 

15). 

'  v^.-     nß(Af+Bff+C) 
^      ^""^  (»  +  1)(^*^  +  J5a) 

ist,  und  die  Entfernung  des  dem  Brennpunkte  (fy)  zunächst  lie- 
genden Scheitels  (f\g')  von  dem  Brennpunkte  (fg)  durch  q  be- 
zeichnen, die  beiden  folgenden  Fälle  unterscheiden. 

Wenn  der  Scheitel  (f'g')  auf  der  positiven  Seite  der  ersten 
secundären  Coordinateaaxe  liegt,  so  ist  a>=r:o,  und  folglich 
nach  10): 

16)  25  =  —  ^^^^  ^^  ^  f.^  ^^^  ^  =  -  (Äf+ßg+'Cysi^ ' 
Offenbar  ist  allgemein 

/"'  — /ss^cosS,    ^r'— ^=98inö, 

and  folglich,  weil  in  diesem  Falle  q  zwischen  0  und  180^  ü^St., 
also  sincS  positiv  ist,  auch  g' — g  eine  positive  Grosse,  woraus 
sich  nach  der  zweiten  der  Formeln  15)  ergiebt,  dass  das  Product 

B(Af+Bff  +  0. 

also  auch   der   Quotient 

B 

Af+Bg  +  C 

negativ,  folglich  nach  16),  weil  sinS  positiv  ist,  die  Constante 
Tf  positiv  ist. 

Wenn  der  Scheitel  (fg')  auf  der  negativen  Seite  der  ersten 
secundären  Coordinatenaxe  liegt,  so  ist  offenbar  a>  c:;  S  — 180^, 
also  cos  (0  =  —  cos  c3 ,  sin  o  :=:i^-  sin  (S  und  Tolglicb  nach  10) : 

16*) .  .  ^=\4f^Bg^C)tosf^'^(Af+ßg+C)s\nid' 
Offenbar  ist  auch  in  diesem  Falle  allgemein 

Thell  XXXI.  14 


.21  i)  Grünen :    J%iorU  äer  KegeUchtUUf 

utid  folglich,  fveil  in  diesem  Falle  c5  zwischen  180^  und  300^ 
liegt,  also  sin  c5  negativ  ist,  auch  g'  ^  g  eine  negative  Grosse, 
woraus  sich  nach  der  zweiten  der  Formeln  15)  ergiebt,  dass  das 
Product 

B(Af+Bg+C)» 

folglich   auch  der  Quotient 

B 

Af  +  Bg+C 

positiv,  folglich  nach  16"*"),  weil  sincS  negativ  ist,  die  Constante 
1^  negativ  ist. 

In  beiden  Fällen  ist  also  offenbar: 


I     •  1 


(Af+  Bg  +  C)  CQS  5  ""      (Af-t-  Bg+C)  sin x$ 


eine  positive  Grösse. 

Nun  ist  aber  im  ersten  Falle 

cos(ci)  —  g)J  =  cos(o  — g)), 

und  im  zweiten  Falle 

cos(a) — g))  =  cos(ö — 9  — 180*^)  =  — cos  (ö  — 9), 

also  nach  dem  Obigen  offenbar  in  beiden  Fällen 

Bcos(M-,p)  =  -^^^_^^^^  ^  C08Ö  ««8(5-9') 

=-(Af+  2?^+  C)  sin  ö'^"*  ("-«'>' 

folglich  in  beiden   Fällen  die  Polar -Gleichung  des  Kegelschnitts 
nach  12) : 

'  •        •     •  .      ' ' 


,J  , 


^(Af^Bg+C)coa<d 


=  ^^-(Afj.n«-j,  fr\  .in s cp« (g - y) i-'  V 


und  setzen  wir  also: 


9 
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lö) 

^/_ ^ J^ . 

wo  fär  die  Parabel «  fiir  die  Ellipse  und  für  deo  ersten  Zweig  der 
Hyperbel  das  obere  oder  untere  Zeichen  ^u  nehmen  ist,  jenach- 
dem  die  Grusle  , 

positiv  oder  negativ  ist^  dagegen  für  den  zweiten  Zweig  der 
Hjrperbel  das  untere  oder  obere  Zeichen  genommen  werden  muss, 
jenachdem  die  Grösse 

positiv  oder  negativ  ist;  so  ist  die  Polar -Gleichung  des  Kegel- 
schnitts : 

19) r  =  {il  +  )J'cos(ö  — 9)1-1. 

Für  die  Parabel  >  für  die  Ellipse  und  den  ersten  Zweig  der 
Hyperbel  ist  Ü  positiv  ^  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  ist 
ü  negativ ;  dagegen  ist  W  immer  positiv.  Für  die  Parabel^  Ellipse, 
Hyperbel  ist  rücksichtlich  des  absoluten  Werths  von  Ü  respective 

Auch  ist  nach  14),  weil  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar  immer 

ist : 

20) ^=1?   ®^®'    3J'«  =  n«il* 

allgemein  für  alle  drei  Kegelschnitte. 


XIII. 

Gleichungen  der  Kegelschnitte,  als  Curven     m  Räume 

betrachtet. 

§.51. 

Wir  können  nun  auch  leicht  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte 
aufstellen«  wenn  man  dieselben  als   beliebig  im  Räume  liegende 

14* 
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Curven  b^etrachtet,  welche  Gleichungen  fBr  manche  Anwendun- 
gen, die  sich,  von  der  allgemeinen  Theorie  der  Kegelschnitte 
machen  lassen,  von  Nutzen  sein  können^  und  daher  jetzt  noch 
entwickelt  werden  sollen. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  in  Bezug  auf  ein  beiiehiges  drei- 
axiges  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  xyz  die  Coordinaten 
des  Brennpunkts  i\as  Kegelschnitts  durch  f^g^h  und  die  Glei« 
chungen  seiner  Directrix  durch 

.  0?— -a y — b 2  ~i£  • 

cosa       cos/3       cosy 

bezeichnen,  wo  {abc)  ein  beliebiger  Punkt  ist,  durch  welchen  die 
Directrix  geht,  und  für  dieselbe  a,  ß,  y  ihre  bekannte  Bedeu« 
tung  haben. 

Da  nun  der  Kegelschnitt  ganz  in  der  durch  den  Brennpunkt 
und  die  Directrix  bestimmten  Ebene  liegt,  so  mus'sen  wir  zuerst 
Gleichung  dieser  Ebene  suchen,  welche 

2) Ax+By  +  Cx  +  D  =  0 

»ein  mag.  Da  in  dieser  Ebene  die  Punkte  (abc)  und  (fgh)  liegen, 
80  ist 

3) Aa  +  ßb+  Cc  +  D=^0 

und 

4) Af+Bg^Ch  +  D  =  0, 

also 

5)  .     .    .     A(f-a)  +  B(g-b)  +  C(h—e)=iO; 
und  die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Ebene  ist 

6)  .     .     .     A(a:-ä)  i-  B(y^b)+C(z--c)=0 
oder 

7)  .    .     .     A(a:^n  +  B(y-9)  +  C(z-h)=zO. 

Weil  die  Directrix  ganz  in  dieser  Ebene  liegen  muss,  so  folgt 
aus  den  Gleichungen  1)  und  6)  die  Gleichung: 

8)  .     .     .     .     Acosa  +  ßcosß  -{■  Ccosy=zO, 

und  aus  den  Gleichungen  5)  und  8)  erhält  man,  wenn  G  einen 
beliebigen  Factor  bezeichnet,  (ut  A,  B,  C  die  folgenden  Ausdrucke : 
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iA  =  <J  {(A  — c)cosjJ  —  (jr— Ä)co8y|, 
ß=  G\{f — ii)cos/  —  (A— -c)coRa), 
C=G|(^— Ä)  cos  «-(/•- a)cüs^!; 
so  dass  also  die  gesuchte  Gleichung  uoserer  Ebene 

10)   ...       {(A  — c)cos|5  — (^  — 6)cosy)(a: — a) 

I  • 
+  !(/* — a)cosy  — (Ä — c)cosa)(^ — b)  )  =0 

+  I(l7 — 6)eosa  —  (f — a)cüBß\{x  — c) 
oder 


II)    .  .  »       t(A — c)cosjJ  — (^r — b)QOsy]{x — f) 
+  {(/'■— a)cosy — (A — c)cosa)(^ 


\ 

+  t (j7--^; cos a— (/•—«) cos /J|(i—A)  • 
ist. 


Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  des 
von  dem  beliebigen  Punkte  {xyz)  auf  die  Directrix  gefällten  Perpen- 
dikels mit  der  letzteren  durch  u,  v,  w;  so  werden  zwischen  den 
Coordinaten  x,  y,  z  und  u,  v,  w  Gleichungen  von  folgender  Form 
Statt  finden: 

12)  x  —  u  _y'—v  _  g  — w^ 
' cosö        C08a>  "^  cosd)' 

ivo 

13)  .     .     .     cosofcosö+cos j3coscö  +  cosyco8Ö  =  0 

sein  muss.     Weil  der  Punkt  (uvw)  in   der  Directrix  liegt,  so  ist 
nach  1): 

tt— g       c — b       w—c 

14) — — .  ^1^ ^^ , 

'  cos«        cosp         cosy 

Aus  den  Gleichungen  12)  und  13)  folgt : 

15)   .    .    {x — M)cosa  +  (^ — r)eosj3  +  (2  —  fi?)cosy  =  0, 

also: 

{x — a)cosa-|-^(y^Ä)co8/J  +  (2  — c)cosy 

=  (m  — a)cosa  +  (t> — b)cosß  +  (w — c)cosy, 

und  folglich  nach  14),   weil 

cos  a*  +  cos  ß^  -f  cos  y^  —  1 
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ist,   offenbar: 

u — a  =  ((ar— a)  cos  a+(y— 6)  cos  |8  +  (z—c)cosy}  cos«, 

16)    ^  t — 6={(a:  — a)co8a  +  (y--Ä)cos/?+(z — c)cos/)co8/?> 

w  — c=|(ar— a)cosa  +  (y  —  6)cos/J  \-{z — c)  cosyjcosy; 

also :  m 

X — ti=(a?— a)— {(a:— a)cos«+(y— 6)cosjS4'(x— c)co8yjcosa, 

'^)    \  y  — ^  =  (y  — *) — {(:i?--«)cosa+(y— 6)cosj5+(2— c)cosylcos/3, 

2  — «r  =  (2 — c)  —  {(o:— fl)cosa+(y— 6)cos/3+(2— c)cosy|cosy; 

woraus  sich  sogleich 

18)  ...     .      (a:— ti)«  +  (y  — 1>)«  +  (2  — w)« 

=  (ar— a)*+(.V— 6)*+(2; — c)*  — t(.T— fl)cosa+(y— i)cos/?+(2-c)cosy}* 

oder 

19)  ...    .      (a:-t«)«  +  (y  — r)«  +  (2— w)« 
=(a:-a)Vma«+(^-6)Vm|3^+(z-c)%;inya  —  2  (ar— «)  (y— 6)  cos  «cos  (5 

— ^{y  —  H){z — c)cosjSco8y 
— 2(2  — c)(a:--ci)  cos  y  cos«, 
oder 

{X  — tl)«  +  {y  — 1?)2  +  (2  —  W?)* 

=  {x  —  a)^  (cos  |3^  +  cos  y*) — 2(ar--a)(^  —  6)cosacosjS 
+  (y  —  6)*  (cos  y*  +  cos  «*)  —  2  (y  -—  6)  (2  — -  c)  cos  j3  cos  y 
+  (2  —  c)* (cos «2  + cos /3^)  — 2(2  — c)  {x — a)  cosy  cosa, 

also,   wie  sogleich  erhellet: 

20)  ...     .     (ar— «)«  + (^  — ü)«  +  (2-w)« 

=  \(x — a)cosj5  —  (y  — 6)coscifj^ 
+ !  (y  —  *)  cosy  —  (2  —  c)  cos  jSP 
+  I  (2  —  c)cosa  —  {x — a)co8y|* 
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ergiebt,  durch  welche  Ausdrücke  das  Quadrat  der  Entfernung  des 
Punktes  {xyi)  von  der  durch  die  ■.  Gleichung  1)  charakterisirten 
Directrix  dargestellt  wird. 

Ist  nun  (ar^2)  ein  beliebiger  Punkt  des  ganz  in  der  durch  den 
Brennpunkt  und  die  Directrix  bestimmten  Ebene  liegenden  Kngel^ 
Schnitts  mit  der  Charakteristik  n,  so   sind   die  Gleichungen  die-' 
ses  Kegelschnitts  nach  der  in  1.  gegebenen  allgemeinen  Erklärung ' 
dieser  Curven: 

21) 

t 

{(Ä  — c)co8/3  —  (g  —  b)co^y](x — a)  \ 
+  t(/* — a)cosy — (A— c)cosal(y  — A)  /  =0, 
-\-\(g—b)Qo&a  —  (f — v)  co8ß\(z  —  c)  i 

Ii  (a:  —  fl)  cos  j5  —  (y  T- A)  cos  a  p 
+  t(y~ft)cosy-(i-c)cosj5ia  • 
.     +  I  (*—  c)  cos  ß  —  ix — a)  cos  y  l*. 

Statt  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  karin  lAan  auch  die 
Gleichung 

{{h  —  c)QOBß'-'{g—b)cosy]{x^f)  J 
+  {(/'--a)cosy  — (Ä  — cOcosaKy— ^)   >  =0 
■{■{(g  —  6)cosß  —  {f — a) cos j3 1 (z  —  Ä)  ' 
und  statt  der  zweiten  Gleichung  entweder  die  Gleichung 

=7i«l(a:-a)H(:y-Ä)H(2-c?)«-[(a:-a)cosa+(y-6)cos/3+(2-c)cosy]2j 
oder  die  Gleichung 

=n2t(^-a)*sina2  f  (y-6)«8in  j32+(z  -c)H\f\y^-  2(x-a)(y~h)coscccosß 

~2(y  -  b)  (z—c)  QOSiß  cosy 

— ■2(z— c)  (o:— o)cosycosa 
setzen. 

Es  lassen  sich  hieran  noch  andere  Fragen  knüpfen,  deren 
weitere  Verfolgung  aber  jetzt  nicht  im  Zwecke  dieser  Abhand- 
lung liegt. 
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S  c  h  t  u  8  s. 

Wenn  man  die  Theorie  der  Kegelschnitte  aus  dem  in  dieser 
Abhandlung  fest  gehaltenen  Gesichtspunkte  behandelt,  so  erhält 
dieselbe 9  wie  diese  Abhandlung  zu  zeigen  geeignet  sein  wird, 
eine  gapz  neue  Gestalt,  und  man  gelangt  auf  diesem  Wege  zu 
einer  grossen  Reihe  neuer  merkwürdiger  und  eleganter  Ausdrucke 
ffir  die  verschiedenen,  bei  den  Kegelschnitten  vorkommenden 
wesentlichen  Elemente ;  auch  wird  mitteist  der  Charakteristik  zwi- 
schen den  drei  Arten  der  Kegelschnitte  unmittelbar  auf  sehr  ein- 
fache Weise  unterschieden,  was  für  viele  Untersuchungen  von 
grosser  Wichtigkeit  ist.  Vorzuglich  erfolgreich  zeigt  sich,  aber 
die  hier  entwickelte  neue  Methode  bei  der  Auflosung  aller  sol- 
chen Aufgaben ,  wo '  es  auf  die  Bestimmung  von  Kegelschnitten 
ankommt,  welche  gewissen  gegebenen  Bedingungen  entsprechen 
sollen,  wie  dergleichen  Aufgaben  bekanntlich  besonders  häuGg 
auch  in  der  Astronomie  vorkommen.  Dies  noch  zu  zeigen,  war  in  der 
vorliegenden  Abhandlung  nicht  wohl  möglich,  weil  dieselbe  da- 
durch' zu  sehr  angewachsen  sein  würde. 
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fibrigen  dort  mitgetheilten  eleganten  Formeln  ond 
SStze  zu  thun  war,  keineswegs  bloss  um  die  Constraction, 
welche  dem  Aufsatze  zur  Ueberschrift  gedient  hat.  Freilich  wird 
man  diese  Construction  nicht  nach  Herrn  Lamarle  benennen 
dörfc^n;   denn  der  Erfinder  ist  gewiss  ein  schon  ziemlich  alter. 

Ad  3.  Herr  L.  D.  hat  ganz  recht,  dass  der  betreffende  Be- 
weis des  Fermat'schen  Satzes  ursprunglich  von  Euler  herrfihrt; 
und  einen  ähnlichen  Beweis  hat  auch  Lambert  in  den  Actis 
erudit  1769.  p.  109.  gegeben.  Cauchy  hat  dies  a.a.O.  nicht 
bemerkt,  und  mir  war  die  Bemerkung  von  Gauss  entfallen,  als 
ich  die  fragliche  Notiz  föi^  das  Archiv  niederschrieb,  am  diese» 
Beweis  für  den  Elementar- Unterricht  zu  empfehlen.  Der  Beweis, 
welchen  Legendre  in  der  Theorie  des  nombres.  Seconde 
Edition.  Paris.  1808.  p.  166.  giebt,  ist  eigentlich  auch  ganz 
derselbe;  er  verweist  an  dieser  Stelle  auf  eine  Abhandlung  von 
Euler  in  den  Nov.  Comm.  Petrop  T.  I.  Die  Form,  unter 
welcher  ich  den  Beweis  nach  Cauchy  mitgetheilt  habe,  scheint 
mir  aber  ganz  besonders  elementar  zusein  und  sich  vorzüglich 
fdr  den  Elementar- Unterricht  zu  eignen.  Aus  einer  gemeinschaft* 
liehen  Quelle  habe  ich  selbst  auf  eigenthiimliehe  Weise  den  Sati 
von  Fermat  und  das  Theorem  von  Wilson  abgeleitet  in  einer- 
in  Crelle's  Journal.    Tbl.  VIII.    sich  findenden  Abhandlung. 

6. 
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XV. 

Erweiterung  eines  Satzes  des  Herrn  Prof.  Grunert 

(Archiv  XXII.  pag.  351.). 

Von 

Herrn  Julius  Toeplitz, 
I«9lir«r  der  AlaUiemaük  and  Natarwissenschaf t  am  Gymnatium  zu  L  i  s  8  a. 


Herr  Prof.  Gran  er i  hat  an  der  aDgefährteo  Stelle  folgeodeD 
Satz  bewiesen: 

„Wenn  36 — o*>0,  so  bat  die  kubische  Gleichung 
a:'  +  aar*+6^  +  c  =  0  eine  reelle  und  zwei  imagi- 
näre Wurzeln.** 

Dieser  Satz  ist  einer  Ausdehnung  auf  Gleichungen  aller  Grade 
fähig. 

Es  sei  nämlich  eine  Gleicbwig  «ten  Grades: 

^=  a;«  +  a^«-i  +  6a;»-*  +  ca:«-8  +  ... . +  >b:  + /  =  0 

gegeben,  so  bildet  man  nach  dem  Stürmischen  Satze  erst  die 
abgeleitete  Funktion 

alsdann  dividirt  man  X  durch  Xi  (wobei  man  zur  Vermeidung  der 
Brüche  X  mit  einem  passenden  positiven  Faktor  niultipliciren 
kann) ;  den  Rest,  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genommen,  nennt 
man  X^^  dividirt  dann  Xi  durch  X^^  und  nennt  den  wieder  mit 
entgegengesetztem  Zeichen  genommenen  Rest  X^,  So  fährt  man 
fort,  bis  man  endlich  zu  einem  Reste  Xn  kommt,  der  kein  x  mehr 
enthält.  Zu  unserem  Zwecke  brauchen  wir  bloss  die  erste  Divi- 
sion auszufuhren,  wobei  wir  zur  Vermeidung  der  Brüche  X  mit 
n*  multipliciren ;  wir  erhalten  dann  folgendes  Schema: 


Pr^fenar  Grünen  (ArohW  ILXII.  p.  861.). 
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.     Nimfpt  niiin  den  ^est  mit  anigekebrteni  Zeichen^  so  kommt: 

luflem  wir  v^n»  aup  auf  die  Glied«r  der  hucbf^teo  Dimeoslon  be- 
schränken,  haben  wir: 
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Nach  dem  Sturm 'srhen  Satze  substituirt  man  in  den  n-fl 
Fonktionen  X,  Xi,  A29....9  Xn  für  o;  zuerst  — od  und  dann  -f-oo; 
wie  Fiele  Zeichenwechsel  die  zweite  Substitution  weniger  giebt» 
als  die  erste,,   so  viele  reelle  Wurzeln   bat  die  Gleichung  X=0. 

Es  sei  nun  (n  —  l)d^ — 2ft6<0,  d.h.  negativ,  so  erhalten 
wir  fiir  die  Reihe  der  Zeichen  bei  den  obigen  Substitutionen  fol- 
gendes von  selbst  verständliche  Schema: 


—  X 
+  Q0 


(2)0?: 


—  QO 
+  00 


1)    Für  ein   ungerades  n. 
Xf    X\i    X^,     A3,       X/^f  .•••,  Afi— Sf 

—        TT  -»3»    ""-"4»  ••••*  An—2f 

T        T  ~~  A^f         2I4,  ••..,  2lii~2f 

2)    Für  ein  gerades  n. 

A,  A|  ,  Ag,  A3,  X^f  ..».f  Xn-~^9 
T  "^  —^  """-"35  T"*»  ••••»  «"«—•» 
TT—"  ^3,         ^4,  ....,  /ifi— 2, 


Ar.1  ,      An 
■-^n-l,      An  % 


A^R~l,     A« 

An^-l»      An 


Vergleichen  wir  nun  die  Zeichenreihe  (1)  mit  (2),  so  zeigen 
sowohl  bei  geradem,  als  bei  ungeradem  n  die  ersten  drei  Funk- 
tionen X,  Xi  und  X^  in  beiden  Zeichenreihen  einen  Zeichen- 
wechsel. Wenn  also  bei  dem  Uebergange  von  0:=  —  oozu  :r=-foo 
irgend  welche  Zeichenwechsel  verloren  gehen  sollen,  so  kann  dies 
bloss  in  den  Funktionen  A^,  X^,  X^, ,...,  Xn^i,  Xn  geschehen. 
Unter  den  n  —  1  Funktionen  X^,  As,....,  An  können  aber  über- 
haupt höchstens  n  —  2  Zeichen  Wechsel  vorkommen  und  verloren 
gehen.  Folglich  kann  die  Reihe  (2)  höchstens  n — 2  Zeichen  Wech- 
sel weniger  zeigen,  als  die  Reihe  (1).  Folglich  kann  die  Glei- 
chung X=0  höchstens  n— 2  reelle  Wurzeln  haben;  sie muss  also 
wenigstens  ein  Paar  imaginäre  Wurzeln  haben. 

Unser  allgemeiner  Satz  lautet  daher: 

„Wenn  (n — J)a* — 2ft6<0  ist,  so  bat  die  Gleichung 
ar"  +  ax^-^  +  bx^"^  +  car«-'  -|- . . . .  +  Ära:  -f  /= 0  wenigstens 
zwei  imaginäre  Wurzeln. '^ 

Für  ft^3  erhält  man  den  Satz  des  Herrn  Professor  Grnnert. 
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Sei  X  die  Länge  der  Messratbe  oder  Messkette,  mit  der  alle 
PolygoDseiten  gemessen  wurden;  r  der  wahrscjieinliche  Fehler 
bei  einer  einzelnen  Anlegung  derselben ;  a?! ,  o:«»  ••••»  ^»  ^''*  (g^"" 
zen)  Zahlen,  die  anzeigen,  wie  viele  Male  die  Messruthe  anzu- 
legen wäre,  um  die  erste,  zweite,  ....,«te  Polygonseite  za  mes- 
sen, so  dass  also  arjil,  sc^Xj  — ,XnX  die  wahren  Längen  derselben 
sind.  Alsdann  sind  die  wahrscheinlichen  Fehler,  die  man  bei 
einer  Messung  begeht  (Seite  48.) : 

r^^=rVx„    rV^^=rV^, ,rV^  =  rV:r.. 

Ist  demnach  1  das  Gewicht  einer  einmaligen  Anl^^ng  (Messung 
von  1);  ffi,  g% ,gn  die  Geivlchte  der  Messungen  der  n  Poly- 
gonseiten, so  hat  man  (S.  23.): 


(I) 
1  1  _  1 

» 

Seien  nun  ferner  (])|,  (l)^  die  beiden  durch  Messung  gefundenen 
Längen  der  ersten  Polygonseite,  natfirlich  in  derselben  Maass- 
einheit ausgedrficKt,  in  der  k  gegeben  ist;  (2)|,  (2)2  die  analogen 
Werthe  für  die  zweite  Seite;  ....;(w)i,  (n)a  die  für  die  nte,  so 
hat  man  (S.  19.)  : 

^i^=(l)i  )    1       a?.2^  =  (2)i  1    1  a:«X=(n)i  I    I 

I        >  {    —  >••••>  i    —  5      (2) 

^i^  =  (I)2  )  ^1      a?a;i  =  (2)a  \  ^2  xnl^inh  )  ^» 

wo   die  zugeschriebene  Zahl    (  — »     —  *  ....»  —  J  je  das  Gewicht 

der  betreffenden  Gleichung  ausdrückt.  Daraus  folgen  als  wahr- 
scheinlichste Werthe  von  Xik,  0^2^, ....,  ornA  (S.  22.): 

Die  Gesarom tzahl  der  Gleichungen  (2)  ist  2n,  während  n  Unbe- 
kannte zu  ermitteln  sind,  zwischen  denen  wir  keinerlei  Bedingungs- 
gleichung bestehen  lassen.  Daraus  folgt  (S.  68.)  für  den  wahr- 
scheinlichen Fehler  der  Gewichtseinheit: 


*)  Man  hat  dabei  zu   beachten,    dasa   bei  der   DIffereotiatioo   die 
Gewichte  ala  unveränderlich  mfitten  angesehen  werden. 
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DaM  r  in  derc^lben  Maasseinheit  erbalten  wird»  in  der  /,  il,  X 
gegeben  sind,  Tersteht  sieb  bei  der  Formel  (4)  von  selbst,  wäh- 
rend die  Regel  von  Vorländer  nur  absolute  Zahlen  liefert,  also 
«eben  dessbalb  zn  beanstanden  ist  Wir  erseben  übrigens,  dass 
unter  sonst  gleichen  Verbältnissen  der  Werfb  von  r  im  Verbält- 
nisse von  VA  wächst,  was  besonders  anszasprechen  hier  unter- 
bleiben, kann. 

Bei  einer  Oesammtausgleichung  eines  Polygons  kommen  Win* 
kel-  nnd  Seitenkorrektionen  vor,  und  das  verbältnissmässige  Ge- 
wicht emiisst  sich  aus  den  wahrscheinlichen  Fehlem  in  der  be- 
"kannten  Weise  (vergl.  etwa  S.  HL).  Dass  man  hierbei  das  Gewicht 
fiSr  alle  Seitenkorrektionen  im  Allgemeinen  nicht  als  dasselbe  be- 
trachten darf,  ist  aus  dem  Obigen  klar,  so  dass  also  das  eben 
angefahrte  Beispiel  meiner  Schrift  hierin  nicht  maassgebend  sein 
kann.    Für  jetzt  mag  aber  das  hier  Gesagte  genügen. 


xvii. 

Aufgaben  und  Sätze  über  geometrische  Oerter  für 
Punkte,  deren  Summe  der  Entfernungen  von  gegebe- 
nen geraden  Linien  oder  gegebenen  Ebenen  eine  con- 

stante  ist 

Von 

Herrn   Professor  Dr.   Hexs 

zn    Monster. 


\.  Aufgabe.  Den  geometrische>i  Ort  aller  Punkte  zu 
constrniren,  fQr  welche  die  Summe  der  Entfernungen 
von  den  Schenkeln  eines  gegebenen  Winkels  einer  Con- 
stanten  p  gleich  ist. 


SSO  BtttrAmtVatm  «.  8ai%e  -n.  gmmett.  Vtrt.far  PwOäe,  deri^8ääme 

•  ,    ;  .  ■».    .  .     .       .:  '.  ■      ' .  .  .  .' 

Pa  ^r  JOFi-DE^p,  90  ist:     , 

Ok+OL+OM=p. 

Zusatz.'  Leicht  lässt  nich  . erkennen,  wie  die  Spmme  der 
^tei  Perpendilcel  sich  umändert »  wenn  der  Punlct  Oder  biniel>C 
ausserhalb  des  Dreieclces  liegt. 

2.  Zusatz.  In  ähnlieber  Weise  lässt  sich  der  geometrische 
Ort  aller  Punkte  flnden,  für  welche  die  Summe  der  Entfernungen 
ton  den  vier  Seiten  eines  gegebenen.  Vierecf^  eine  constante  ist. 

.3.  Aufgabe.  Den  geometrischien  Ort  aller  Punkte 
2u  finden»  für  wel-ch^  die  Summe  der  Entfernungen  von 
den  drei  Seiten  einer  körperlichen  Ecke  einer  Con- 
stanten p  gleich   ist 

Auflösung.  Es  sei  S  (Taf.  IV.  Fig.  11.)  die  gegebene  kHr- 
(verliehe  Ecke.  Man  socrhe  auf  den  drei  Kanten  SP,  SQ,  SR 
derselben  die  drei  Punkte  A,  B,  C  so  zu  bestimmen,  dass  die 
Perpendikel  von  denselben  auf  die  gegenüberstehenden  Reiten 
der  Korperecke  einzeln  =p  werden.  Die  durch  A^B^  C  gelegte 
Ebene  ist  der  verlangte  geometrische  Ort. 

Beweis.  Heissen  die  den  Ecken  A,  B,  C 'des  Tetraeders 
SABC  gegenüberstehenden  Seitenflächen  cc,  ß,  7,  so  ist  der  In- 
halt des  Tetraeders  SABC  gleich 

la.p=z]ß.pz:zly,p, 
folglich : 

Heissen  die  von  einem  beliebigen  Punkte  O  der  Ebene  il^C  auf 
die  Seiten  a,  ß,  y  des  Tetraeders  gefällten  Perpendikel  A',  A",  h"', 
so  ist  der  Inhalt  des  Tetraeders: 

folglich   h'  +  h"  +  h'"=p. 

Zusatz.  Nimmt  man  den  Punkt  O  ausserhalb  der  Ebene 
des  Dreiecks»  so  wird  je  nach  der  Lage  dieses  Punktes  in  Bezug 
auf  die  Ebene  die  Summe  h'  +  h"  +  h'^  sich  in  h'  +  f^  -r  k'^  odev 
Ä'  —  h" — h!"  u.  s.  w.  verwandeln. 

4.  Aufgabe.  Auf  der  Seitenkante  SA  (Taf. IV.  Flg.  12.) 
eines  beliebigen  T-^traeders   SABC  einen  Punkt  X  zu 


Oer  SHififr§nmi€m  9.  §€§ek.  §ermd.  Un.  ml.  §9§eb.  Eben.  Hne  c»m^  M.  SS8 

mU'\-mß'\-mBz=ina-\-nA  (9) 

sein.    Setzt  man  zu  beiden  Seiten  eE  hinzu,  so  muss,  da 

ma  -f  eZ  =  m^,    nee  -f  ^'^  =  ^^ 
ist: 

mZ  f  iit/3  -f  me  =  n JC  4-  n^  (10) 

sein.    Setzt  man  ferner  id-=nA  beiderseits   hinzu   und  berück- 
sichtigt^  dass  mß  +  sJ  =  fnJy   seist: 

mZ+  mJ  +  ms=:ni:  i-nA  +  nJ.  (11) 

Fflgt  man  nun  noch  endlich  ar^znF  beiderseits  hinzu,   und  be* 
rucksichtigt,   dass  7?t£ -|-<rP=:  mP,  so  wird: 

mS  +  mA^mr:=z  nU  +  nA  +  nJi^nr.  (12) 

Es  ist  aber  nach  dem  ersten  Falle 

folglich:  .,> 

nZ-i-nA-i-nr  +  nJ^rp. 

Zasatz.  Leicht  lässt  sieh  erkennen,  wie  der  Satz  sich  um« 
ändert«  wenn  der  Punkt  m  zwar  In  der  Ebene  des  Dreiecks  JUgPf, 
aber  ausserhalb  desselben  zu  liegen  kommt. 

Die  letzte  Aufgabe  findet  sich  analytisch  gelost  im  XIX  Bande 
des  Archivs  S.  121. 
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Anwendung  des  dritten  DifiFerentials  d^s  =:f^(J)di^  der 

Function  der  geradlinigen  Bewegung  s  =^f(^  auf  die 

Physik  der  allgemeinen  Schwere. 

Von 

Herrn  Dr.  Fr.  VF.  K.  Gensler, 

Pastor  zu   Grostm Olsen  im   Grossherzogthume  Sachsen- Weimar. 


Bekanntlich  hielt  Lag  ränge  ^)  für  unnuthig,  bei  der  Unter- 
suchung der  Differential  -  CoefOcienten  der  Function  s=zf\t),  weiche 
den  geradlinigen  Weg  ^  als  Function  der  Zeit  t  ausdrückt,  ausser 
dem  ersten  und  zweiten  Differential- Coeflicienten^  f\t)  und  f^(t), 
auch  den  dritten  f'"{i),  und  überhaupt  die  hohem  zu  berücksich- 
tigen. Es  ist  die  Aufgabe  der  hier  folgenden  Untersuchung ,  zu 
beweisen,  dass  es  vortheilhaft  ist,  diese  Beschränkung  fallen  zu 
lassen,  indem  namentlich  der  dritte  Differential -CoefBcient  von 
s=zf{t),  wenn  s  den  Weg  eines  gravitirenden  Punktes  gegen  das 
Gravilationscentrum  hin  darstellt,  für  die  Einsicht  io  die  Physik 
der  Schwere  von  entschiedener  Bedeutung  ist.  . 


§1. 

Schon  die,  so  viel  mir  bewusst  ist,  von  Maclaurin  einge- 
führten conditionalen  Definitionen  von  Geschwindigkeit  und  be- 

ds 
schleunigender  Kraft,    deren  IVIaasse  bekanntlich  ^  =  f(t)   und 

^z=zf"(t)  sind,    wenn  s=f(t)  den  geradlinigen  Weg  5  als  Func- 
tion der  Zeit  t  in  Rechnung  bringt,  lassen  es  als  eine  Willkuhr 


^)  Lagrange:    Theorie  des  fonctions  analytiqnes.    Paris 
1813.     Trois.  part*     Art.  4.     Page  314  seqq. 
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I' 


UebniigMii%abeB  fir  Sckoler. 


?Mi  Htm  Dr.  G.  Zehfass  b  DsrMstmdIt, 

1)    Wie  beweist  mao,  das«  die  Determinanie 

Of— 6i        Os — b^        02 — ^  ••••  fla""A« 
•i"^*i        «• — *li        «8-"*i  •—  «§-*•• 

flu  — Äl  fl« — bf^  On'—b^  ....  fl«*— fti 

gMeh  NnO  ist,  ao  oft  ii>2,  ffSbrend  sie  ßlr  it  =  2  den  Wertb 
(ai-a^(bt-b^  erhält? 

^    Die  Integrale 

sind  einander  gleich,  so  oft  beide  ^idliefae  und  bestimmte  Werthe 
zulassen.  Unter  welchen  Bedingungen  lässt  sich  ein  gana  aoak>- 
ges  Resultat  erzielen,  in  welchem  für  die  obere  Grente  od  die 
untere  Grenze  — od  steht? 

3}    Es  ist 

Jjf^  f(x>y)dxdy:=zj'  ^  tdt  I       hflx^y) , 

— ö  §  %  ^9 

wiobel  cediterbaDd  für  ^  sein  Werth  aus  fix,  y)  =  <  zu  setzen 
ist,  und 

/(«,0)  =  <;    /?  =  A0,0);    y  =  A«),  od). 

Insbesondere  ist  för  f(a:,y)=^  F(x).e''y: 

O  0 

wobei  ^(0  die  aus  der  Auflösung  der  Gleichung 

entstehende  Auflösung  d:  =  if;(0  oder  die  umgekehrte  Function 
von  F  vorstellt.  Die  letzte  Integralformel  iSsst  sich  auch  ganz 
direct  ableiten. 

4)    Das  Integral 


Torigine  A.  Or  ce  solide  se  compose  ^videmmeAt  de  la  somnie 
du  cdne  entier  et  du  c6oe  tronqaäi  prdduifs  par  la  r^volution  da 
Mangle  ABb  et  du  trap^ze  BbCc  autour  de  Faxe  Ax* ,  diminu^' 
du  cdne  provenant  dq  triangle  ACe. 

Les  moments  des  deuz  cones  eutiers  ont  pour  valeurs  jfflm*, 

mm 

jn'*m'\    Quant  ä  celui  du  c6ne  tronquä,  on  s^assurera  sans  peine, 

k  Taide  des  principes  de  statique^  que  son  moment  pourra  4tre 
ezprimtf  sous  la  forme  suivante : 

~  (m''^m){7i'^m  +  i(m*m') (n-i^n')^  ^n'hn'h 

<]^  .fkiya  aii^  .     /,     .■'..-.,-..  m. -,..•,  ■ 

doDc 


•  ,  t 


\  ..'■"■■ 

=24  { 3(««m«~«'«m'«)  -  2  (w'— m)  (n^m+n'hn')  +  (n  f  n')*  (m'«— w«) } 


'   •  I. 


.■  '  .  •      r      .  .  •  •  •  1  .    t  •  .  !  ■  .         .  I 

^^ini^—n'fn){7m'  +  h'm  +  2(?itii  +  WiV)) 

■  f" ; >      •    .  ■■'•'' 

/  repr^£»entaDt  l'^^ir^  da  (rii^ogle  >15C» 

n  e9t  a?sä  matntenant 'd'^o'btenir  lil  'väleur  de  cette  integrale 
relativement  au  Systeme  d'azes  parallMes  passaot  par  un  point 
quelconque  O. 

El^signoos  a  cet,  effet  les  nouvelles  coQr4onn^s  da  point  «1 
par  Up  6^.  cellejii»  dp  point  iß  par  n',  A',  et  oelles  du  point  0>)üor 
a'f,  b'\    Od  aura  alprof 

Ensm'^  ,.••■■ 


I  ■  1- 


Ki  L0faiior   If&ie  twr  tHalmkilm  de$  inUgraim 

de  ce  qai  a  4i\6  trönv4  an  *^.  pr^Ment;  evalaer  VXnii^vAeSfxydxdg 
^tendae  ä  lasectlon  abc^  en  fonctiön  de  la  clistanee  i,  ee  qni  coa- 
daira  directement  ä  la  valear  de  Tint^grale  triple  qa'it  a'agit  de 
froüver. 

A  cet  eflfet  il  faudra  reroplacer  dans  la  form.  (3)  l'aSre  J  par 
Celle  dn  tnangle.a6e,  et  les  six  coordonnöes  o,  h  etc.  par  Celles 
des  troisetfuinieta  a,  6»  e.    Soit  A  l'aire  de  la  face  ABC,  celle 

— j-^j   A.      Quant 

aox  valeuis  des  aix  doordoDii^es.en  fonctiön  de  z,  on  troovera 
faeilement«  a  l'aide  de  la  figure  poor  cellcs 

dans  le  sens  des  x  dans  le  tens  des  y 


f  ■• , 


du  point  ö         '        X»  Tf' 

du  point  b  «"  -  («"  -  a)  j ,  ^ ; 

-       du  point  c  «'-r(«'-«)j,  /3'-(/?'~ft^- 

Subatitoant  ces  Talißurs  k'  la  place  de  a,  h,.a' f  h\  u^ ,  b"  dana 
ta  form.  (3),  on  obtiendra  pour  Tintegrale  ßfan^dxdydi  ^tendae 
au  voluroe  entier  de  la  pyramide«  une  expresaion  de  la  forme 

o 

ovL  les  coefficiens  P»  Q,  R  ne  d^pendent  que  des  cinq  coordon- 
n^s  a,  ß,  «',  jJ',  «". 
Or  puisqu'oo  a 

(4) 
Ah ■    „...       M 


il  en  rösulte: 


Jff:tpdzdydz=^^\^P  +  SiQ  +  2It]  =  ^mP+&Q  +  2R\, 


i-r.  ■.'"■'.'.•  .1,  ...  .    .,.,  ,. 


25*  ..P.,U.«.le^r^a^^ä^nmr^.         ' 

tMk  Too  tir«  finAlenMhii  poof  ünMipräte  «kerdiä^ : 

M 

**'    i3.    La  seboinde  des  tiH>i8  Int^mlea  ft  d^teniiiner 

.*....  .         .  ...:...  .        . 

?  —  JJJxzdxdydz  « 

pourra  s'obtenir  d'une  manidre  plus  expäditive  que  la  pr^cädente. 
Ed  la  mettant  sous  la  foriiie    « 

,  fzdzjjxdxdy 

on  reroarquera  de  suite  que  Tintegrale  double  qu'elle  renferme» 
exprime  pour  une;  section  quelconque  abt  le  moment  de  ce  tri- 
angle  par  rapport  ä  Taxe  des  y  ou  en  d'autres  termes  le  produit 
de  l'aire  de  ce  triangle  par  la  distance  de  son  centre  de  gravite 
k  Taxe  Ay»  Ü'apr^s  les  valeurs  tndiquäes  au  n^»  präcädent  pour 
les  coördonn^es  des  points  a,  b^  c^  oo  aura  pour  la  distance 
dont  il  s*agit 

=  (a-J  («'+ «O)  I  +  i  (««'  +  «'')  =  (a-y)  j + y . 

en  mettant  pAur  ar)r^ger  m^-|-(("=3}'.    II  en  r^snlte 

/)r.T^4:%  = '^  (^y  ((«-y)  I  +  y). 
'^ärtaiit      '  ■ 

t       •  -  ■ 

A    /**  z 

f/fxi<ixdydi=:f^J:   (A— z)»t(«-<y)^  +  yl«i* 

=^t^"(«-y)A*'+ÄyÄ*) 

=  Ip-  t2(«-y)  +  5y)=:  ^  (2«  +  «'  +  «") 
=  ^(2«  +  «'  +  «"). 


••■■   .•       rt 


■•?  :.    ■■ 


«■ 


Quant  ä  la  trdUieme    integrale  fff^ydxdydz,   que  Top  pourra 
ecrire  sous  la  forme 

fidxffydxdy 


25d  L»k#mf'll0Ü  ttk'P^HamOim  d»»mitrMM^  ' 

^teodue  seulemeot  au.  triangle  aed^.^  övUempeQt.  poMr ; valeyr  ., 


•0'/'>"'^=^^'''«*'- 


On  aura  de  mdme  poar  le  triangle  aed,  i^Ofb^.    Par  eoniM^aeiit 

la  valeac  d»  rjntägnile  ^teqdye  ä«<ioute\ia>ttrfi^ft  dv  jR|M»lcl^' <H^' 
devi^dra  *  .  .     .   -*^ 

■■  i 
J  d^signant  l'aire  da  triangle. 

II  est  faciie  niainteDant  d'eo  döduit^'  la  valeur  relative  au 
systdme  d'axes  Ox,  Oy,  en*reiiipIagiBLnt  ^i;  et  y  par  ac'+ps  ^-f  9» 
p  ei  q  ätant  les  coordonn^es  du  point  A  vht  rapport  au  second 
Systeme  d'axes.    On  aura  ainsi- 

ffy^dxdff  =  my'  +  ^y^dx'dff  z=z  JJy'^dx'dy'  f  ^qjfy'dx'dy'  +  q^J 

et  puiaque  rin.tegraie'jjy'<2d?'%/^expi{iai#  le  rooment  du  iriaugle 
par  Import  a  Taxe  des  x' ^  ayai^t.pour  v^leur  J-f  169  il  viendra 

Quant  ä  Tintegrale  j(/*ar'^<2y c^y  ^fx'^y'dx'  ^teodueau  triaugle 
a<;d,  sa  valeur  est  evidemmeiit  ägale  ä 


6^ 
«0 


y    ""  x'^dx^zsioo^b. 


o 

•  ■  •        ■ 

II  en  resultera  pour  la  surface  enti^re  du  triangle  abc 
Partant  •  t    .    .  .•■    {  •':  .:•   :•  .  .    ■■':»  ;■. 

•  ■  •  •  .        •  ■ 

•         I  .  '  .  .  l  '         . 

I 

Pour  que  les  integrales  que  nous  venpns  de  tryuyer  puissent 
»ervir  ä  l'^valuation  des  integrales  fx^dm,  fy^dni,  il  restera  ä 
les  exprimer  en  fonction  de  la  variable  2,    A  cet  etfet  it  faudra  y 


fxpdm^  fnäm\  fmäm\>  f^dm,  ff^äm;  f%fdm  eic.       S57 

reiiiptbicer  iVir^  J  P?"^  f^lTT"!  >  '®®  coordonp^e8.|ti,  y  paV  jt» 
X  ;  1^8  distances  009  a  (lar  er — ^r — »  «  ^  .  et  la  nauteur  o 
par  />*  —7 — ^    'Ä  l'alde  de  ces  siibstitotions  öti  obtfendra : 


t.-w     ■ 


= rot /»•+/»"+/»/»'}. 


fjfx*dxdydt  =  ^ /* '(^y  ^  *  (^)'(«'*+(«"-«')'-«'(«''-«')) 


'Ä-2\        ««2« 


.  .ar.  ,   .      «V /» — A  .  a*2* ,  , 


Ell  ajoutant  deiix  k  deax  les  trois  iDt^grales  fsfldm ,  fy^dm, 
ft^di»,  en  obttendra  les  valeurs  des  momeiits  d'ineitie  de  la  Pyra- 
mide relativenient  ä  chacuo  des  trois  axes  coordonnös. 

5.    Noiis  allons  examiner  en  dernier  lieu  s'il  existe  one  classe 

particuli^re  de  pyramides  pour  laquelle  Tarnte  Ax  puisse  devenir 

Uli  i^e  principaL  de.rotation.    A  cet  effe^,  il  faudra  que  les  deux 

,preni|ers  integrales  s'evanoaissent  a  la  fols,  ce  qui  föürdit  les  d^ux 

cojidjitions  .       '      '      . 

EUjinettant  ia  pr^pni^re  de  c^s  äquations  soos  la  forine 


'     < « 


«t  yrempla^ant  S«^o'  pi^r  sa  valeur  —  a^'  dounee  par  la,sßconde 


^i  («+*x')'/r+V'/J'ittO    (Ml    a+Ä'?  +  2«*==0 


•  f 


d'oü  Ton .  ot>tiei|t  eo*  Ammmi  a"', 

.  .,  .•^'.^^,  .'et,  :«'+?«" =0,.,,., ,: 


I; 


-  r 
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Me$Skuöer:    Cibir  das  WelterleuelUen. 
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12. 


16. 


16. 


24. 


»» 


ßlitxeii  beobachtet  la 
Krenitniänster. 
1856. 

rj)stratus  bis  zu  10  Gra- 
den Huhc,  sonst  heiter. 
2.  Juli  10»  Ab.  Bl.  tief  im  SW. 
u.  SO. ;  daselbst  wenige 
Cirrus  von  4 — 5  Graden 
Hohe,  sonst  heiter. 
lO^Ab.  ondspSterBI.  im 
WSW.  und  SSW.  in  In- 
tervailen  v.  10 — 14  See; 
Cirrus  daselbst  in  einer 
Hübe  8— 10 Graden;  der 
fibrige  Himmel  heiter. 
Ab.  10»  im  W.  öfteres  Bi. 
worauf  hier  Regen  folgt. 
Ab.  8»  bis  11»  sparsames 
BL  tief  im  W.,  rfiekt  ge- 
geniN  W,,  woselbst  Cumuli 
' lagern. 
ronS— ll»Bl.imSW.u. 
S.>  wo  Cumuli  und  Cirrus 


9S 


»» 


»9 


angehäuft  sind. 


M 


vom  Dunkelwerden  bis 
über  IVl .  N.  hinaus  starkes 
BL  im  SW.,  gegen  Ende 
im  S.  in  Intervallen  von 
3—5  See;  daselbst  Cu- 
muli bis  zu  einer  flöhe 
von  10 — 15  Graden,  oben 
lagern  dünne  Cirrus ;  der 
übrii^e  Himmel  heiter.  . 
31.  „  II»  Nachts  fi^ebr  tief  im 
WSW.  schwaches  Bl. 

2.  Aug.  9»  Ab.  im  SW.  schwach. 

Blitzen. 

3.  „    von  7»  SO»«  bis  10»  Bl  im 

SW.»  rückt  langsam  ge- 
gen S.  u.  SO.;  in  jener 
Gegend  Cumuli  bis  zu  10 
Graden  Hübe;  sonst  heit. 

4.  ,.     Ab.  8^'  fast  um  den  ganzen 

Horizont  Bl.  bis  geg.  M.iN. 


Zq  gleickvr  Ztii 

stein»  SU  Plan  heftiges  Gew.  um 
9»;  SU  Tröpolach  Unt-Tilliach. 

Gew.  zu  InDicbeii,  Innet^Tillgrat- 
ten,  Kalkstein».  Kais«  Lienz, 
.Trient»  Dnter-Tilliacb»  Klagen- 
furt. 

Gew.  zu  Trient»  Lienz  6»  Ab.»  zu 
Inner-  Villgratteu ,  Kalkstein, 
Kais,  Gastein  von  6*  30»  bis  7», 
zu  Klagenfurt,  Ünter-Tilliach. 


Von  3— 5»  Ab.  furchtbares  Gew. 
mit  Uagel,.  Wolkenbruch  im 
Bernei;  ^  Oberlande ,  am  V^ier- 
waldstSdter  See.  zu  Zürich  etc. 

Gew.  zuTrient,  Innichen,  Aussee» 
Admont. 


Gew.  zu  Inniehen,  Wüten,  Kalk- 
steiir,  Lienz,  Admont. 


Gew.'södwestlieb    von  Binden/. 

Gew.  zu  Kiruhd'orf  entfernt  im  SW, 

Gew.  zu  Lienz,  Botzen,  Pregrut- 
ten,  Luschariberg,  St  Paul. 


SW.  Gew.  zu  Botzen,  Lienz,  Wil 
ten,  Gastein. 
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Biitxen   lieobachtel  su 

KremsiDuniter.  Zu  gleicher  Zeit 

1856.  .  . 

S.  Gew.  zu  St.  Paul  Klagenfurt. 
NW.  Gew.  zu  Schussl,  Pilsen  10^ 

bis  J2*. 
N.  Gew.  zu  Pcag  11*  N.,  Deutsch- 

brod. 
O.  Gew.  zu  Melk,  Gre«ten,  Wien, 
,  ^  Pressburg. 

10.  Aug.  Ab.  10*  bis  M.  N.  Bi.  im    Gew.  an  mehreren  Orten  Tirola« 

SW.  zu  Gasteiu. 

11.  ,,    Ah.  10*   bis  M.  N.^BI.    Gew.  zu  Scbussl,  Prag,  Deutsch- 

tief  im  iraO.,  später  im        brod  um  11*,  Olmäz  9*— 12*  N., 
NO.,  wo  eine  Cirrostra-        Brfinu. 
tus-Bank  von  8 — 10  Gra- 
den Höbe  lagert. 

12.  ,,    7*  bis  9*  Ab.  BI.  im  SW.,    (iew.  zu  Innicheii,  Wüten  7*  Ab., 

und  später  im  S. ;  Himmel        Alt -Aussee  7* — ^9*  Ab.,  Grats 
heiter.  8»— 9*  30~,  Cilli  8*  30*. 

17.  „    Ab.  10*  im  N.  durch  ei-    Gew.  zu  Pilsen,  Trautenau,  Pd'rg- 

nige  ZeitBI.  ütz,  Schössl. 

18.  „    Nach  9*  Ab.  im  N.  durch     Gew.  zu  Pilsen,  Leutschau,  Pürg- 

eine  Stunde  ßl.  u^it  gros-        ütz,  Prag,  Reichenau. 

ser  Heftigkeit. 
l.Sept.  Ab.  10*  bis  U*  30»  Bl.    Gew.  zu  Schossl  Ab.  7*;  zu  Czas- 

tief  im  NW.,  ruckt  gegen        lau. 

N.  vor ;  Himmel  hier  heit. 
3.    „    Ab.  7*  30«  im  W.  mehr- 

mal.  BL,  worauf  hier  Re- 
gen folgt. 
28.    „    Ab.  7*  im  SW.»  später  im    Gew.  zu  Botzen,  Innichen,  Alkus, 

S.  Bl.  mit  grosser  Leb-        LIenz  10* N.;  Gastein,  Kirch* 

haftigkeit.  dorf. 

2.  Oct.  Ab.  7*  tief'  im  S.  öfteres    Gew.  zu  Alkus,  Lienz,  Botzen, 

Bl.,  Cirrostratus  In  jener        Pregratten,  Tröpolach. 

Gegend.  Tag  ung^ewöhn- 

(ich  warm,  Maximum  der 

Temperatur  21»  3  R 
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XXIf. 

Ueber  die  Darstellung  einer  ivillicörlichen  Funktion 

durch  unendliche  Reihen^ 

Von 

« 

Hern  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Sr.hiite  zu  CarUriihe. 


Die  Poürier'schen  Reihen  bilden  ein  Beispiel  einer  Darstel- 
lung ganz  willkürlicher  Funktionen  durch  unendliche  Reihen;  ähn- 
liche Beiispiele  bietet  die  mathematische  Physik  eine  ganze  Menge 
dar,  woliei  freilich  anzuführen  ist,  dass  in  den  meisten  Fällen  der 
direkte  Beweis  noch  nicht  geführt  ist,  vielleicht  auch  nicht  noth- 
wendig  ist,  ihn  zu  führen,  wie  wenigstens  Lame  in  seinem  neuesten 
Werke  meint.  Dem  sei  nun,  wie  man  will;  im  Folgenden  will  ich, 
indem  ich  eine  Reihe  Abhandlungen  von  Sturm  und  Liouville^ 
die  früher  in  des  letztern  Journal  erschienen  sind,  zusammenfasse, 
für  einen  besondern  Fall ,  der  namentlich  in  der  analytischen 
Theorie  der  Wärme  vorkommt,  diesen  Beweis  wiederholen.  Ich 
glaube  hiedurch  den  Lesern  des  Archivs  in  so  ferne  einen  Dienst 
zu  leisten,  als  ich  sie  der  Mühe  überhebe,  aus  einer  grossem 
Anzahl  zerstreuter  Abhandlungen  sich  die  Dinge  erst  zurecht 
legen  zu  müssen. 

I. 

Angenommen,  ff,  k,  l  seien  drei  Funktionen  von  x,  die  von  x=^tc 
bis  a:=:|5(/S>  «T^O)  imwier  positiv  seien;  r  sei  eine  unbestimmte, 

von  X'  unabhängige  Grösse;    F   sei  eine  Funktion   von  op  und  r, 
für  welche 


t!0  nie 


t 


|^+ÄF=0  für  a?=<J;  <3)  .^ 

wo  h  und  ^  positive  Zahlen  sind,  und  wo  di«  letzte  Gleichung 

den  oder  die  Wertbe  von,  rbestimrnt»  während  die  erste  die  durch 

die  Integration  eintretende  Eonstante  bestimraen  hilft.    Bezeichnen 

dV 
wir.^l+JEfF.fjlr   j:!=/J   durch    F{x)s  «o  bat  man  also,  wenn 

r|,  ra, ....,  rn,....  die  Wurzeln  der  Gleichuqg :F(r)=:0  sliid: 

WO    F»   den  Werth  von    V  t&t  r^tn  bedeutet.     Aus  (1)  nnd  (4) 
folgt: 

F„  — g-J-  +  (.^r  -l)VV„-  F  -  g~ (^r„  -  /)  F  F.  =  0. 

d.  h. 

^g^^ =  flirn  -  r)  V  Vn , 

?   1 1      .■■•■'■   .  '  '     ■  ■'  .   • 

woraus  sofort 

(r  -  r„)/  F  Fwa«;  =  *[  F  ^^  -  f4^']  +  C, 

und,  da  für  ;r  =  o 

8F     .'      a-F«     .'.. 

ist: 

»'M^'=:^---[^g^-— Kg-].  (5) 


/ 


Diese  Gleichung  setzt  natflrlich  voraus,  dass  nicbt  rsr»  ist,  d.  h. 
dass  r  und  r«  zwei  verschiedene  Wurzeln  der  Gleichung  /Xr)=0 
seien,  so  dass  man  dieselbe  auch  schreiben  kann: 

a 

wenn  *nicht  n=^m.  In  diesem  letzteren  Falle  verfahrt  man  etwa 
in  folgender  Weise.     Aus  (1)  folgt.  Indem  man  nach  r  differenzirt: 

9F 
muhiplizSrt  man  nun  (1)  mit  -k-,  die  letzte  Gleichung  mit  F,  und 

subtrahirt,  so  erhält  man: 

y*^  —■§?■   ~SS  '^      aar      =         '  äi  ' 

FSr  ;r=a  aber  folgt  aas  (2): 


ar        ^y_t.^y 


so  dass  hieroacb: 


/%p.^.=.(|rf-rQ  «,,=.. 


(6) 


Setzt  man  In  (5')  x=zß,  so  wird  wegen  (3)  die  zweite  Seite  Null; 
was  die   zweite  Seite  von  (6)  anbelangt»  so  ist  für  x^=ß: 


^/8F8F      y^8«F\ 


dV 


=  -*F?^^  +  F(r)*^  =  -*FF'(r).   wenn  r  =  rn* 


so  dass 
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y*'*^r«F«a»=sO,  (7) 

y*''»F,,^x  =  -*F«F(r.)  flir  ar  =  ^.  (8) 


n. 

Was  nun  die  Gleichung  F(t)  rs  0  anbelangt,  so  kann  aie  keine 

idiaginSre  Wurzel  der  Form  ^-fp'i  haben.    Sonst  bfttte  sie  nSm- 

lieh  nothwendig  auch  eine  imaginäre  Wurzel  der  Fprm   p  — p't, 

80   dass  ,also   etwa   r»=:p-fp't%   rM^sp— p'i  wäre,  und   dana 

Fn  =5:  P+  QU   Vm  =  P—  Q» ,  woraus  nach  (7) : 


/ 


'5r(P«+Q«)aa:  =  0, 


welche  Gleichung  offenbar  unmöglich  ist,  da  alle  Elemente  des 
bestimmten  Integrals  dasselbe  (positive)  Zeichen  haben.  Eben  so 
hat  /Xr)z=0  keine  gleichen  Wurzeln.     Denn  wäre  r«  mehrfach 

Wurzel,  so  wäre  F'(rk)ssO,  so  dass  nach  (8)    /      ^Fn%j;=Of 

a 

was  wieder  unmöglich  ist.  Aber  es  lässt  sich  auch  leicht  zeigen, 
dass  F(r)=0  keine  negativen  Wurzeln  haben  kann.  Denn  aus 
(1)  folgtt 


/ 


a 


dV  dV  P*      hV  P» 


Nun  ist  nach  (2) 


(*f|^),^.=(AAF«)..,. 


SV 
also  positiv;  iväre  also  r  negativ,  so  wäre  hi^nach  Fi^g—,  sicher 


positiv,  d.  h.  es  hStteb  V  nnd'^ /iniiner  dasselbe  Zeichen,  und 

es  konnte  also  V+H-k-  nie  Null  sein,  was  gegen  (3)   streitet. 

Darnach  hat  F(r)^0  keine  negativen  Wuzeln.  Ist  nicht  /=0, 
so  kann  aus  demselben <  Grunde  auch  r=0  nicht  Wurzel  sein; 
iür  /=0  wäre  es  jedoch  möglich,  dass  r=:0  sein  könnte. 

Die  Gleichung  F(r)  =  0  hat  also  hiernach  lauter  teelle  positive, 

von    einander  verschiedene  Wurzeln.     Für  /=:0  kann- 'sie  0  zur 

Wurzel  haben.    Die  Konstanten  h  und  H  in  (2)  und  (3)  bormeii 

dV 
auch  0  oder   od  sein.    A=rO  heisst,  eis  sei  -ö~=0  fffr  ir  =  a; 

4=00:    F  sei  0  fiir  x-a;  H=Oi  1^=0  fflr  x^ß;  »=  oc: 

F=0  für  x=iß.  Selbst,  wenn  A=:0  oder  od,  bleibt  die  Behaup- 
tung des  gegenwärtigen  Paragraphen  in  Kraft.    Denn  dann  ist  nur 

dV 
(ifcF^)^^^  Null,  ^tatt  positiv. 


•/ 


ÜQU 


Wir  wollen  nun  die  (1)  umformen,  indem  wir  statt  x  die  neue 
Veränderliche  z  einführen,    so  dass  2:=:  /     V  r^o:,  wo  also  z 

a 

wächst  mit  x,  indem  V  f^^'O»  '"'  xz=zß  sei  j  =  6,  während  für 
:r  =  o:  2  =  0.    Alsdann  wird  allgemein 


SS       BS  Bz     BS.  I  g 


V 


also  die  (I): 


^x—  8j  ix~  Zx\  k* 


dz 


oder 


>rf^^^'^'-^'^Ur^ß-D\l  '-)y:=0.       (10, 


■vHlkfU-Uehtm  PumMtm  durtk  uneHdUeMe  niifken.        •  979 
Wir. wollen  nun  setzen 

«o  ^'ird  die  (10)  zu: 

+  (rSr^-l\/  -) © t7=  0. 

817  .  / 

Der  Koeffizient  von  -k-  ist  bierin:  ' 

dz 

-V  ir*  g,   +  «         gj        -  g,  g^    I-  «&V,©«/-"' 

'I 

SO  dass,  wenn 

ist: 

^4(>«t7=;it7,  (10) 

wo  4^*  =  r,  welch   letztere   BexeichDungsweUe  gestattet  ist,   da 
r>0.    Die  (2)  und  (3)  sind  jetzt: 


(11) 


dz 


-A^-F  =  0    für    1  =  0,    |^+Ä^-F  =  0    för    i=6. 


d.h.. wenn  17  eingefiihrt  wird: 


^—A' «7=0  rar  1=0,  ^+Ö't7=0  rar   «  =  6,     (11') 


wo 


je  filr  die  betreffenden  Wertbe  von  z.    Aus  (10')  folgt,  wenn  man 
mit  sinpz  multiplizirt  und  dann  iotegrirt: 

du  /** 

singz-^ pt7cosfr  =  C+  /      XüalnQiBz» 


vro 
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wenn  (7o  der  Werth  tod  (7  für  k=0  ist.  Diese  Grosse  bleibt 
aber  hier  ganz  willkurlicb,  und  wir  wollen  sie  dessbalb  =:  1  setzen» 
80  dass  wir  schreiben  können: 

sin^i-rT- — pl7cos^z=:  —  ^+  /      iC/siupzdz.        (12) 

o 

Ist  aber  I7o=l«  so  ist  naeh  (11')  -^^  =A'  für  ssO»  so  dass 
wir  in  ähnlicher  Weise  erhalten: 


cos 


^z-^+^üsin^«  =  *'+/**  Xücos^zBi.         (12') 


Aus  (12)  und  (12')  folgt: 


I  17= cos  Q2  + ^  +  -  sin  ^%  j      llJcon f td] 


1  /*» 

cospz  I      IXJsinQtdtB 


so  dass,  wenn  V ,  V  die  Werthe  von  k,  V  sind»  wienn  man  z' 
für  z  setzt»  man  hat: 

ü = cos  Q2  +  *!^ü^  ^  ir  *  it'  tZ'-sin  ^(z-  z')az'  /       (13) 

Anmerkung.     Dass    Üq  willkürlich   bleibt»   unterliegt  wohl 
keinem  Anstände»  da   die  erste  Gleichung  (11')  eine  Gleichung 

zwischen    Uq  und  (-ö-)  ist»  diese  letzteren  Gr5ssen  aber  wegen 

(10')  beide  sollten  bekannt  sein»  wenn  (10')  die  U  völlig  bestim- 
men soll,  so  dass  eben  eine  willkürlich  bleibt.  Die  zweite  (11') 
bestimmt  ja  nur  r»  nicht  auch  die  durch  Integration  von  (10')  ein- 
tretenden zwei  Konstanten. 


IT. 

Die  Grosse  V  wird  nie  unendlich  innerhalb  der  Gränzen  a 
und  ß  von  x,  also  auch  ü  nicht  unendlich  von  z  =  0  bis  z  =  b; 
hiernach  giebt  es  einen  grössten  endlichen  Werth  von  ü  zwischen 
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diesen  Gränzen;  heisst  derselbe  Qund  ist  eben  so  Xr  der  grSsste 
Werth  von  X  in  demselben  Intervall,  so  ist  der  Werth  des  Integrals 

o 

dz'  oder   kleiner   als  LQb,    wo    alle- 

o 

Grossen  nur  absolut  zu  nehmen  sind.    Ferner  ist  der  grös^te  Werth, 
den   co8^z-{-~<^ii)p2  erreicht:  Y^  +  f  —  J  »    so    dass    also    die 

zweite  Seite  von  (13)  kleiner  ist  als  V  I  +  f")  +  "~ — *  o«<l 

also  immer    U.  unter   diesem  Werthe .  bleibt.     Daraus  folt^t  aber 
sofort,  daiss  auch  iQ  unter  diesem  Wertbe  ist,  d.h.  däss 

Q 
wenn  p>  Lb. 

Wäre  Q>2Lb,  so  wäre  ^ <  J Q,  also  Q<\  1  +  (-)*  +  4 Q . 

d.h.  sogar  Q<2Y  1  +  (~J  •    Nimmt  man  also  q  gross  genug, 

was  immer  möglich,  wenn  man  grosse  Wurzeln  von  F(r)=:0  be- 
trachtet^  £0  wird  man  diese  Beziehung  gelten  lassen  und  folglich 

dann   ü<,2^  *+V    )    ***^^"-     ^^  F^zSÜ,  so  folgt  hieraus.  ' 
dass,    wenn    ö    der    grüsste    Werth    von     &     ist«     man     habe. 

F<2dY  !  +  (-)*»  immerhin  jedoch  für  p>2I/6. 

Ist  endlich  F  das  Maximum  von  /(x);'  wenn  a:  geht  von  a 
bis  ß,  wo  f{x)  eine  beliebige  Funktion  von  x  ist,  so  ist  hiernach 

(14) 

d.h.  <iS^[l  +  (j-y]GFlß^a), 

wenn  G  der  Maximumwerth  von  g  (zwischen  er  and  ß)  ist. 
Theil  X%XL  19 
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B«trMbten  wir  non  da«  lotagral 

a  0 

Uain  (13)  das  Integral  zweiter  Seite  <,LQb,  so  kann  man,  wenn 
t  «adlich»  setssen: 

h'  i 

^        Q       ^       Q 

0 

2    /•*  2    /^        '        A       l     /**     f* 

+  —   /      sco3QxBx  +  ^  §      tA'»ln^*o«  +  -j|  #      «%» 

0  0  0 

d.  h. 

u 

WO  1}  endlich  ist,  so  das«  fiSr  grosse  q  der  Bruch  —  beliebig  kleio 
wird,  aUo  etwa  <4[^  +  {~")  ]>  mithin  sicher  för  grosse  q  : 

(15) 

Aas  (14)  uad  (16)  folgt  nun: 

V  f    gVfixßx 
^  16(/?  -  «)d«GF 


jT**  i?F«a* 


freilich  iimner  fvenn  q  gross  genug.    Setzt  man  aber 
und  nimmt  an,  es  sei 


wiUkiUriUMem  Fmmkikm  durek  uMenääeäe  ilHken.  SSS 

Bo  ist  aus  (1): 

•I  - 

also  wegen  (16),  (2),  (3): 

a  a  a 

a 

Ist  demnach  F^  das  Maximum  von  fiix),  so  ist,  wie  in  (14): 

yf  rfi(s)dw  <mi + (f  )']FiO»-«). 


60  <la8S 


r/%F^    ^  "* 


a 

d.  h.  >  (17) 


f'„n,^'    "•      ■  , 


T. 

Was   nun    aber   die  Werthe  von  q   (besOgUch  r)    anbelangt, 
so  ist  nach  (13): 
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+  sin  (f z[^ + -  y* '  l'  ü'  cos  ft'dx'] 

0 

=  -  siD  (x[q  -f  '  A'  U  sin  pz'a»'] 

o 

+  co8p»[A'  +y   '  i'  ü'cospj'a»']. 


8ü 
dt 


Da  ßr  x  =  &: 

seifi  toll,  so  folgt  hieraus»  wenn 


0 

f^  = 1-    #       A'  t/'[ ^-  +  sin^i'Jöj' 

0 

gesetzt  wird: 

Pcos^ft  — (^-P')sin^6=0,    tg^6  =  -^;^.        (18) 

Die  Grosse  P  ändert  ihr  Zeichen  nicht,  wenn  q  sein  Zeichen 
ändert;  dagegen  ändert  P*  ihr  Zeichen  mit  g.  Konstruiren  wir 
nun  die  beiden  Kurven,  deren  Gleichungen 

y  =  tg^6,  2^  =  ^-;^, 

in  denen  q  als  Abszisse  betrachtet  wird,  so  hat  die  letztere  die 
Abszissenaze  als  Asymptote,  nähert  sich  ihr  also  mehr  und  mehr, 
während  die  erste  in  unendlich  vielen  Zweigen  verläuft;  es  giebt 
demnach  unendlich  viele  Durchschnittspunkte  beider  Kurven,  d,  h. 
unendlich  viele  Werthe  von  q,  für  welche  die  Gleichung  (18)  er- 
RiUt  ist,  so  dass  dieselbe  unendlich  viele  Wurzeln  hat  Ist  nun 
p  einmal  gross,  so  wird  P  und  P'  endlich,  und  also  die  zweite 
Seite  von  (18)  klein;  da  nun  aus  (18)  folgt 

P 

p6  srm^r  +  arc  (tg  =  — |y) ' 


f 
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80  ist  also  bei  grossem  (positivem  ganzem)  m  die  Grösse 

arc(tg==^_^) 
klein,  etwa  ~e,  so  dass 

WO  ff'  klein;  dies  kann  man  auch  schreiben: 

Sin  .  (n  —  3)m 

und  da  n>3,  so  ist  9y~g »  wenn  m  gross  genug  ist.  Daraas 
folgt  in  (17): 

a 

wenn  nur  m,  d.  h.  p  sehr  gross.  Dabei  ist  m  gewissermassen  die 
Ordnungszahl  der  Wurzeln  von  (18),  d.  b.  die  grossen  Wurzeln 
dieser  Gleichung  sind  nahezu: 

mn       (m  +  l)n      (m  -f  i)n 


Wir  wollen  nun  die  unendliche  Reihe 

a 

betrachten,  die  man  erhftit,  wenn  man  in  der  GrOsse  unter  dem 
£,  welche  r  enthält,  für  r  nach  einander  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung F(r)  =  0  setzt,  d.  h.  fQr  q  nach  einander  die  Wurzeln  von 
(18) ,  so  wird  von  einem  gewissen  Gliede  an  der  Rest  nach  (17'} 
kleiner  sein  als 

16(p-«)3«F,irl  }       .       1  -| 

9  Lm*"''(»a+l)>'''(m  +  2)«  +  --J* 

und  da  diese  Reihe  endlich  ist,  so   konvergirt  mithin   die 


SSO  Bien§tr!    üeber  dk  äarsteüimf  einer 

Reibe  (19).    Sei  also,  wenn  wir  die  Btxeicbnoiig  des  $•  I.  wie* 
der  aafzuDehmeD: 

9(^)  =  — jTß *-  +  — ^hrs +  •  ••• 


•  •  •  •  ^^ 


Ynf^gYnm^ 

'  g 


so  erhSH  man  hieraus,  wenn  man  beiderseitig  mit  Ym  multipli- 
sirt  and  hierauf  nach  x  zwischen  den  Grinsen  a  und  /}  integrirt, 
nach  (7): 

(20) 
r  ^  <p{x)  F„  dx  =ij*  ^  g  Y„^x)dx '     f    9  YmWix)  -t{x)\dx  -  0 , 

tt  a  « 

welche  Gleichung  für  alle  Werthe  von  m  richtig  \»U  d-  h.  welche 
Wurzel  von  F(r)=0  man  in  Feinsetze. 


VI. 

Wir  wollen  nun  die  Eigendcbaften  der  Funktion  V  noch  etv^a« 
näher  untersuchen. 

3F 
1.     V  und  K-  kann  nicht  zugleich   Null    sein.     Denn    sonst, 

8*F 
da  il:  nicht  Null  ist,  gäbe  die  (I)  auch  ^-2=0,  und  dann,  wie 

man  leicht  sieht,  auch  ö-ä»**..  sämmtlich  0,  was  darauf  zurück- 
käme, daes  V  immer  Null  ist.  —  Man  kann  übrigens  den  5atz 
auch  noch  anders  beweisen.  Der  Werth  von  V  aus  (1)  hat  die 
Form  AVi-t-BV^j  wo  A  und  B  zwei  Konstanten,  Vi  und  V2  zwei 
partikulare  Integrale  von  (1)  sind,  worin  man  nun  etwa  A  und  B 

dV 
aus  den  bekannten  Werthen  von  V  und  k-    für  a:  =  a  bestimmen 
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\ 

kann.    Bezeichnet  man  also  m\t  V ,  k-  ,  F|',  V^'  die  Werthe  tob 
V, .,..,  V^  für  jp=a«  80  hat  man: 

5jp  So:    '        Sx  ' 

Gäbe  es  also  einen  Werth  ^  =  6,   für  den   Fund  g^==0,  und 

bezeichnet  man  mit  Vi",..,,  die  zugehörigen  Werthe  von  Fi«  ....* 
so  wäre: 

^ —  V  '    ^*  dx     '^  IT-"- 

Aber  F|  und  F^  genügen  der  (1),  so  dass 


woraus 


d.  b. 


*(''»S-^>'i')  =  ^' 


,  wo  C  konstant.    Da  nun  ffir  j;  =  6  die  Grosse 

sein  sollte,  so  wäre  allgemein  C=0,  d.  h. 

'^  Bar       '^»  a«  —  "• 
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Aber  es  ist 


^^■-<'=''<''.s-^.'^ 


9 


also  wäre  auch 


.    k 


dx        ^  dx 


immer  Null;  ebenso 


immer  Null.    Dies  ist  aber  our  der  Fall,  wenn 

was  nicht  sein  darf,  wenn 

ilFi+BK, 

das  allgemeine  Integral  ist.    Daraus  folgt  nun  die  Behauptung. 

8F    ■ 
Sind  aber   Y  und  g- '  niemals  zugleich  Null ,  so  muss  V  sein 

8F 
Zeichen  wechseln ,  wenn  es  durch  0  geht,  da  k—  alsdann  sein 

Zeichen  behält,  aUo-F  im  Wachsen  oder  Abnehmen  begriffen  ist. 

8F 
Geht  also  F  von  +  zu  — ,  so  ist  n-  negativ;  geht  F  von  —  zu  f, 

3F 
60  ist  öf^O,  und  man  hat  also: 


F:+  0  — 

-0  f 

82. 

dx 

oder 

+  +  + 

2.  F  ist  eine  Funktion  von  x  und  r,  die  mit  V{x^  r)  be- 
zeichnet werden  soll.  Sind  nun  ^,  ^'  zwei  Werthe  von  r,  von 
denen  p'>^,  wenn  auch  nur  um  unendlich  wenig,  so  sage  ich/ 
dass  V{Xy  q')  zivischen  a  und  ß  (§.  I.)  zum  mindesten  eben  so 
viele  Male  Mull  wird  als  F(ar,  q).  Sei  ^  ein  Wertb  von  x,  für 
den  Y{Xt  $)  =  0,  so  folgt. aus  der  Gleichung  (6),  in  der  r»  ganz 
wohl  den  VVerth  ^  haben  kann,  da  die  erste  Seite  positiv  ist» 

8f  3F 

dass  für  a:=:|  nothwendig  ^   und    ^  dasselbe  Zeichen    haben 


nicht  idebtisch  Null  sein;  da  sonst    /     gUVpdx  es  wäre.    Nun 

a 

behaupte  ich,  V  werde  hScbstens  (n— I)nial  Null  swischen  a 
nnd  ß,  wobei  etwa  gleiche»  Wurzeln  yon  17=0  ffir  eine  gezfiblt 
werden. 

Es  ist  nämlich  nach  (7)  und  (5) : 

f  • 

woraus 

(•22) 

gViiam  Vm  +  a«+i  Vmi-i  +  ....  +  anVn)dx  =  AFigj* 

wenn 

ap^s[^ri^rp)j3p,     «*•— ■ p ^V"* 

Nun  ist   Fl  nicht  Null  zwischen  a  und  ß  (Nr.  5.)»  so  dass  !F=0 
und    17=0  dieselben  Wurzeln  haben  zwischen  diesen  Gr&nzen; 

-^  ist  Null  ftr  ar  =  a  wegen  (7),  was  auch  für  m=l  wahr  ist, 

da  dann  «^  =  0;  ebenso  ist  g^  =  0  för  a:  =  /?.  Alles  gemäss  (22). 

Für  mehrfache  Wurzeln  von   9*"=0  ist  jedesmal  ^  auch  =0; 

für  einfache  Wurzeln  wird  öf-  zwischen  je  zweien  Null;  hat  also 

W^izd,  d.h.   17=0,  ft  Wurzeln  zwischen   a  und  j5,  so  geht  ^ 

zwischen  diesen  Gränzen  mindesten  (|Li~l)mal  durch  Null;  da  aber 

y-  Null  ist  für  a  und  /?,  so  muss  eben  so  -k—^  mindestens  fimal 

Null  sein  zwischen  den  Gränzen  a  und  ß,   d.  h.  wegen  (22),  es 
ist  am  Fm  +  -**--f  OnFn  mindestens  fimal  Null.    Daraus  folgt:    hat 

fi  Wurzeln  zwischen  ix  und  ß,  so  hat 

/lm(rm— n)  Fm  +  ^m+l(rm+l  —  »"i)  Fm+i  +  ....  +  i<«(rM— rj)  Fn  =  0 

mindestens  eben  so  viele;  eben  so  dann 


mUMrUekfin  FunkUm  äurck  mendlicIU  MHkem.  2M 

^m(r»-ri)eF»+....  +  A(ri.— ri)?F«=0, 
oder  f 

^-(Se^)v-+.-..+^.-<^)v.-.+^f:=o 

mindestens  f»  Wurzeln  zwischen  a  nnd  ß.  Ist  q  sehr  gross»  so 
reduzirt  sich  diese  Gleichung»  \^egen  rii>rii.i  ...»  nahezu  auf 
Fn  =  0,  welche  Gleichung  nur  n  — 1  Wurzeln  hat  (Nr.  5.),  sp. 
dass  die  Gleichung  C7=0  nicht  mehr  als  n — 1  Wurzeln  ha- 
ben kann. 

Man  sieht  leicht»  dass  man  rSckgehend  aucbschlMMen  kann.; 
(wobei  Arn»*»"  durch  Am(rm — ri)~C»....  ersetzt  sind): 

•  *  ■ 

Am  F>|-|-  ••••-{-  An  r  «  =  0 

hat  mindestens  eben  so  viele  Wurzeln  als      ' 

/lm(rm— rj-e  Fm +....  + -4«(r« —riM  F»=:0, 
d.  h.  als 

woraus  fiir  grosse^  folgt,  dass  (7=:0  mindestens  m — 1  Wur« 
zeln  hat.     Alles  dies  gilt  auch  für  fii  =  l. 


TU. 


Gesetzt  es  sei 


J      flrFt(Ä)ar 


Null  für  alle  Werthe  von  r»  die  aus  der  Gleichung  (3)  folgen,  so 
muss  identisch  fl;(x)^=:0  sein. 

Denn  gesetzt  es  wechsele  ip{x)  sein  Zeichen  nicht  zwischen 
a  und  ß,  so  kann  diese  Gleichung  nicht  bestehen  für  r  =  r|,  in- 
dem Fl  sein  Zeichen  nicht  wechselt  (§.  VI.  5.) ;  wechselt  aber 
ilf(a)  sein  Zeichen  (m — l)mal  zwischen  a  und  ß,  so  erhält  man 
aus  der  Annahme : 


SM  BieHsert''  Sii»Me DmrMteUtmt  Hmr  wHUärkfUHtllOH  eU. 


s 


g^x)\Ax  F,  +  ^a  F,  +  ....  +  -<<«  F«]3«  =  0 .     (23) 


1 

Sind  Jinn  ^j»  ••••«  ^m— i  die  Wurzeln  too  ^(a?)=0,  so  bestimme 
mao  Ai,....,  Am  so,  dass  AfVi +..,•  + Am  Vm  Null  ist  fOr 
xssQi,  ..».,pm^il  da  weiter  AiVi+,...'t-AmVm  hOcilstens 
(m— l)inal  Null  werden  Icaiin  ($.  VI.  6.)«  so  bat  man  dadorcb  alle 
Wurzeln  von 

Ai  Vi  -|-...«  -f-  Am  Vm  =0, 

die  wir  BSmmtlicb  ungleicb  annebuien,  w*oraus  sofort  folgt,  das« 

immer  dasselbe  Zeichen  behfilt,  und  also  dleGMchnng  (23)  nicbt 
möglich  ist,  wenn  nicbt  t|;(x)=:0.  Da  dies  flir  beliebige  m  gilt, 
und  n^{x)  nicbt  unendlicb  viele  Male  sein  Zeicben  wechseln  Icann, 
so  ergiebt  sich  hieraus  unsere  Behauptung. 

Hiernach  folgt  aus'der  Gleichung  (20).  dass  9)(a:)— /)[ar)=:0, 
tp{x)^f{x)  sein  mOsse>  so  dass  endlich: 


Vm    f^  9Vmnp0)^X 


f(x)=    :s y- (24) 

J     ^Vnf^x 

a 

ist.    Die  Bedingungen  (16)  sind  hiernach  durch  f{x)  erfüllt. 

Man  kann  aus  den  vorstehenden  Entwickelungen  wohl  ersehen, 
in  wie  weit  Lam^  Recht  oder  Unrecht  hat,  wenn  er  sich  in  seinen 
„Lebens  sur  les  fonctions  inverses  des  transcendantes'* 
u.  s.  w.  S.  223.  so  ausspricht:  „Ces  developpements  hybrides  et 
compos^s^  qui  ont  pu  etre  Toccassion  de  recherches  interessantes 
au  point  de  vue  pureroent  analytique,  ne  sauraient  dtre  daucune 
utilite  en  physique  mathematique.'' 


»,iii$ä0m:   Zum  F^rmmi'uäen  LtärmiM^.  S86 


Zum  F  er mat' sehen  Lehrsatse. 

If'on 

Herrn  Doctor  Robert  Blindowj 

Oberlehrer  an  cler  Beaknbnle  «a  Fraaeladl. 


Es  sei  AB  (Taf.  V.  Pig.  4.)*  der  Ourchmesser  des  Kreise« 
ARBP,  die  Grondlinie  eines  Rechtecics  ABCD,  deaaen  Höhe 
AD  gleich  der  zu  dem  Quadranten  dea  Kreises  gehörigen  Sehne 
ist.  Dureb  O,  den  Mittelpunkt  des  Kreises,  und  J,  den  Durch- 
scbnittspunkt  der  Diagonalen  des  Rechtecks,  sei  die  Linie  OJ 
gezogen ,  welche  auf  DC  im  Punkte  O  senkrecht  steht  und  den 
Kreis  in  den  Punkten  R  und  P  schneidet. 

Dann  sind  die  vier  Punkte  fi,  J,  P,  Q  bsrmonische 
Punkte. 

Es  ist  nSmlich: 

eP  =  JQ-JP  =  Jv2-(r-5v2)=rV2-r. 

JÄ5=ÄP-JP=sar-(r^5v2)Är  +  5V2, 

Qfi:5:ÄP  +  0PÄs2r+(rV2— r)»r+rV2; 

es  verhält  sich  aber: 


Bepsseli:   fenmtktiker&wMii\ätr  BegrilPi.  r.  t#i^  und  tinor.flM 
aber  auch : 


■    ■<         •  .1      .  ....  I  .        .         !t;.;;      1-       ■.  ■       • 

d,.  b.  der  Fermat'scbe  Satz  gilt  auch  für  solcbe  Punkte 
des  Kreises  AUB'Ps  welche«  wie  B,,  G,  'F,  ibnerbalb. 
des  Rechtecks  Aß  CD  Regen. 


.  /      •  •  !• 


,! 


\ 


4 


•  ■ 


Versuch   einep  Erweitecapg   der  Begriffe   von  cos  a; 

and  sinir. 

.      ■  •  .  ■    •  .     ■  ■  •  :  .      ■.  :  .  \ 

•     .Von  .1     .    .  •    '•     5 

Herrn  Doctor  Beysselly 

r 

L«brer  der  Mathematik  an  der  PröVinzial-Gewerbeichale  lu  Crefeld. 

■ ; . ;  «J :  '     '''.  ' '         .    ■     I.  ^ -.■  ♦  . ,     \- T  »  »</ 

.    ■  •  ■:'•'.  ■  '  '".'■•» 

Aas  den  Gleichunsen 


»  .        ■    ■ 


•1         > « 


gOtf^^m  g'    "ifi  ^j»S  #pS 

stpa?=    *    2i — ^'^^'^l!  +i?'*"  •'"• 


1        •  _ 


und  ihren  Eutwickelungen  geht  hervor ,  dasszu  ihrer  Feststellung 
die  zweiten  Wurzeln  der  negativen  Einheit  in  einem  Bezüge  stehen» 
den  map. auf  beliebige  andere  Worzetn  dev  negativen  Einheit  über- 
tragen kann.    Es  ist  nSmlich 

.  V-*-l=scof  — -2"-*«:+ isin — -r — «  ^ 

und  .■  >»'..-'    :n» 

20  ♦ 


\^r4i9rlfe0^ß\wammom9iund^ui^^.   o.  SM 


11=0 

•     ^M.  •  f. 


I  • '  I         ■    I •    «1        .  ■   . 

Im  AllgemeiDen  könnte  man  dah«r  für   die  Gvuss^.jrg  folgende 
Gleichung  aufstellen:  ...»--.-      '[{-'': 

ar«  =  -7  —  7— 7-T?  +  ÄTT-Ti  ••••  ==^-2   iV^siii-i*  e^ap+i*.     (2) 
'       ^!      («f9')-      (2»+9')-  «     |»=o  ^  ^^ 

Nach  der  Analogie«  Hek^e  »wischen  diesen  Reiben  oder  Ans- 
drficken  und  den  trigonometrischen  Funktionen  sin^r  und  cosj? 
besteht,  kOnÄte' niinr  Wds^lbeo  die  Firnl^<hienlnte{i '6i!p^e&.J)3r  x 
nennek  und  die  tVigon);>metriscben  Funktionen  sin  j;  und  c^so:  konn- 
ten alsdann  die  Funktionen  zweiten.  Grades  be^ssen. 

Nach  diesen  Annahbien  bätle  man  sodann  H  Funktionen  nten 
Grades.   .  •    •   •    '     ^  ,  •"  >  *     .; .     ■"      '^  -  > 

E«  ist  leicht  zu  zeigen«  das«,  wenn  man  n='2  setzt,  die  tri- 
gonometrischen Funktionen  cos^  und  sinor  aus  der  allgemeinen 
Formel  (2)  h^rvorgöbi9h;-deni^  man  hat  in  diefsem  Fafn.e:.. 


x^      x^  '     ■■'  ""''  '„vj^   '   ■■■  ';.■         P- 


■  ■■    * 
;■  j  .1 


\     xi=zx  —  gr  +  gj- .... =5-2  2-2p-i  e'^2pii' ; 
und  es  ift 


p=0 

und ' 


\Z  ^"äp-^i'tss  -- — = =cosd: 


tiA     ••     •!;,»•;    i'-'       ..        'fi'-v'-jl  '      :    ■'    'T.    -.'«.i    ir...iT"'?    «üfii«»// 


Um  näher  auf  die  Fuii1liti0rieii'«li«tteiy  Griades  einzugehen,  deren 
es  drei  giebt«  welche  mit  Xq,  Xi^,x^  bezeichnet  werden ,  bemerke 
man  zunächst  die  Bedeqtung) folgendf r  Zefcbep^^  Es  ist: 


SQ8 


3a=l 


Bey%%til:  .Vtr€mk£inet  OrmeüertMf 


4«         471 


57«      .  .    OTT      l-V-3 

3^ = co8-2-+i«i"-3-= 2 ' 


3!  +6! 


Darnach  ist: 

+  «-«+«    «     ), 


'  •  • 


f     I 


a?'     j*^     iit'  r^^ 

=l( g— .      «      •  +  «-'+— ^2 «^     *      } 

Die  drei  geftindeneo  Grosseo  Xq»  ^ip  sc^  haben,  wie  die  betref- 
fenden Reihen  zeigen,  reelle  Werthe,  welche  sich  unter  folgen- 
der Form  darstellen.    6s  ist: 


^0  =  i  (^~' +  2«*  cos  ar  Vi) 

a:i  =  J(-e-*  +  e^cosarVJ +c^V3sinarV|) 

X  X 

x^^\{e-*  —  c«cosa:  VI  +  e*V3si»ar  Vi) ; 


(3) 


weiche  Formen  man  auch  auf  folgende  anderen  bringen  kann : 


x^^  S(^'  +  2e*co8jrVt), 

ari  =  i[-e-*+2c«cos(4rVl-i?r)], 


x^  C3S  J{«j-'-f  8i*cos  {x  Vi  --•  f»)]. 


1^  Be^/r^mm  etmx  und  da«; 


i08 


Nach  derselben  Art  sollen  hier  noch  die  Funktionen  vierten  Gra- 
des» deren  es  vier:  xq^  oti,  x^,  otj  giebt,  aufgestellt  werden. 
Zu  diesem  Zi>»'ecke  bemerke, man,  dass  4p  in  den  einzelnen  Fäl- 
len folgepde  Bedeutung  bat: 


4o  =  l 

44  =  -l 

4,=(1  +  0V4 

4,  =  (-1-0  Vi 

4,=/ 

4,«-£ 

4,=(-l  +  Ov^4' 

4,=:(l-i)Vi. 

Darnach  ist: 

=  1(6(1+0^1.*  +  eC-HtOV*.*  +  e(-*-^VJ-*  +  c(^-0V4  .*), 


a:*  .  ar* 


jl=S 


ar^rsa:  —  gj- +^.,..=sJZ  4.-sp-i«^^ 


='( 


i»=o 


^1  +  i 


+  ^  e<^-»^V4.  A 


^•~2!  ""61+10! 


)»=3 
. . . .  =  I  ^    4--«p^l*  C*4p+1* 
p=0 


=  j(— i^i+OVi*  +  tV-i+OVi*  +  fcC-i-OVi.*  +  £e(i-<yv|.*). 


a?'      a:^  ,  a?** 


«=3 


^•=3r-"7r+iir--=*-^pio*'-^''^'+^' 


(-1—1  1— t  l+i 


+  ^''^-''^*  •)• 


Die  reellen  Ausdrflcfce  für  diese  GrSjie^  ijnd  folgende: 


804  B€p9$^l:    Yenuck  0iner  SrwettenMff 

VW 

ar»  = 5 sin  ar  VI , 


Gehen  wir  zur  Allgemeinheit  zurück,  so  exi6tiren  manche  Ana- 
logien zwischen  den  aufgestellten  Funktionen  und  den  trigonome- 
trischen. 


; « 


Die  Eigenthüralichkeit,  dass 

dcosor 


da: 
und       .        »    .  , 

dsinjT 


—  skij: 


^       =:cosa?, 

ex  • 

tritt  auch,  etwas  verändert,  bei  den  Funktionen' liOheier  Gradi'äui 
und  nimmt  folgende  Gestalt  an: 

Für  irgend  welchen  Grad  ist  für  9  >  0 

für  ^  =  0  und  die  Funktionen  nten  Grades  ist 

dx  -      '^»-'• 
Un^  das  Erste  zu  zeigen,  ist 

2       p=n— 1 

Xq^z  —  S     N^2p~-l^  C^2pf  1'  , 
^       p=0 

und  für  den  zweiten  Fall  ist: 

J       p=fi— 1  J        p=m— 1 


Nach  dießen  all^emcin^D  Betrachtungen  ist  für  die '¥qnktiM 


des  dritten  Grades: 


y 


und  diese  Eigenschaften  lassen  sich  aus  den  reellen  Anftdrücken 
(3)  herleiten;  denn  nach  jenen  Formeln  ist 

*  ff 

. '         arji  =  i  («-* — «*  cos  xVl  +  e* V3  sin  a: V}) , 

4       ■  » 

also'^-         ■  i  '*i  ■•  •    :  .    ,^     -  ■    -  ; 

^  =  1  (—  6-^*  -  ie« cos  jrVS  +  4c« V3sin « V J 

+  e*V|sin*v'J  +  Je«co8j;V|) 


'.  ■    '<   * 


^    =  i  (—  e-*  +  c«  cos  xVi  +  €*  V3  sin  j:  V|)  =  Xi ; 

•  ''"'  "^  t    '*••< 

ferner  ^ 

Bxt  '  - 

^=  |(c-*  f  ic«cosarV  ä  +  l^V  3s«na:V  J 

,^  ,    -e«V{sfn4^V}^jii^s|nfV0 

•  ■  •■,»■.■  .       ,  •         ^  .       ■  • 

=  |(c-'  +  2c*cosa:V})=a:o;  :'; 

endtreh  ■  '      ■"■'       ■    ■  ■•;    •  ,  "■  *''  =''  •  ■' 

-g-2  =  J(— C-' +  «*cosa:Vi- 6«V  3sina:V|)=:-.ar|l^ 

Ebenso   lassen  sich  die  für   die  Funktionen  vierten  Grades 
bestehenden  Gleichung^n  .^ 

ox^  oXq^  .  oxi  dxf^  .  ' 

a5=^«'  1^-"^^'  T^"^"^^'  "SJ^^^« 

aus  den  Ausdrücken  (4)  derselben  herleiten ;   denn  man  hat  aus 
denselben : 


9tiß  BepM-$0li:  .  VmFmekeimr  Smüumnff 


ferner 


'Sx^K    — 2 ^'"^^  *  + 2 cosxv  i  ) V  i  =  ^1 ; 


sodann 


^=i(^ ^^2 »in^Vi+ ^ cos^Vi 

+ ^- — -  CQS ar Vi  —   ^,  -v  2 ««n  Ä V  4  1 


i-'-a  » '■ -e»V4 -f "^«vi 


co8jrVi.==^o; 


endlich 


-g^  =  ^ 2 cosarVi 2 sinarVi  1VJ=:  — arj. 

Die  Richtigkeit  der  obigen  Sätze  hätte  sich  sowohl  im  Allge- 
meinen, als  auch  in  den  besonderen  Fällen,  leicht  aus  den  betreffen- 
den Reihen  herleiten  lassen. 

Nach  der  Gleichung  (2)  bat  man  für  einen  beliebigen  Grad: 

(5) 


,•  •  •  •'  •  •  .^■■.«  •  • 

Ans  diesen  n  Gleichungen  Icann  man  folgende  n  aodfren  MIden : 


deren  Produkt  auf  die  Gleichung  führt: 


Um  die  zweite  Gleichung  dbn^/x  «su  erhli^ftn^  {id(06z|ff 9^01^0;  die 
oberen  Gleichungen  der  Reihe  mit  3^ ,  Sß  und  85.  Dies  liefert» 
weiin  man  das  Produkt  alier  Gleichungen  nimmt : 


S^T,..    ,,.a,;,..  ..€i)t,,.  t  .-2    ...:f*/   .: 


:  I.  *.' ■.  ...j; 


Es  ist  mir  trotz  vieler  anffeweodeten  .Mittel  bis  jetzt  nicht  gelun< 
gen  4  diese  Gleichung  ifi  eine  Gleichung  reeller  Xirussen  zu  ver- 
wandeln. 

Ffir  die  Ftinlctionen  vierten  Grades  liefern' *die  Gleichungen  (6): 

V*  «l-hiA   S!P>loM  SiB  T^  ^iT^T' * T j?  ? 'TT  aii*»1  ?'*     ih    :-     «tr. '»x 

Die  Multipltktttion  diesc^^  Gleichungen  kann  mäh  'i^icfa  durch  fol^ 
gepde  .B.etrachtupg  erleichtern» 

Es  ist 

4i  =  (l  +  t')V4  und  .45  =  Hl-i)VI; 

demnach  liefert  das  PiNodukt  de^  ersten  und  dritten  Gleichung 
«^=1.    Ebenso  ist  . 

4s  =  (-l+f)V4   mnl.4j  =  (l-»)V4; 

also  liefert  das  Produkt  der  zweiten  und  vierten  Gleichung  wie- 
derum c®  =  l. 


'V'    ■    'i-  j  *"x'j.      r%''»i-  \  '     ■'     '.:  'N'.    *:■ 


Die  erste  und  dritte  Räihe  geben 


<• 


'  ,:       ;    •     ••..• 


: ;  I .    '  i  i 


l  +  l  1       ^ 


und  ihr  Produkt  liefert 


»  ,. 


^ttäT'  €e§rif0  mm  tms  und  ihiAv  ^  i\  Mf 


\i:  »  .-Ml.; 


oder  .     ,   ,  •  V, 

aro*+2.riar,— arj|*+t(ar8*+2aroa:2— iFi*)  =  1. 

Die  zweite  und  vierte  Gleichung  entc^tebißi^iy  npnil  man  in  ^ißf 
dritten  und  ersten  — t  statt  t  setzte  und  mössen  deshalb  als  Pro- 
dukt liefern:  i:.'.-     J      M 

Demnach  ist  das  Produkt  aller  vier  Gleichungen :  •    '  ' 

nelebeS!  in  die  beiden  Gleichungen  zerßilt:  -^  i 

Schreibt  man  für  die  vier  obigen  Gleichungen 

ao  erhält  man  die  Gleichung  ^; 

oder  :■ '       ■■  •■■  i  .  ■  •  ■•   1  ■  ■  •  '-.v  ■'  .'•'■.. 

vndy.  |f?il  j99wehl>^M7ials\ßiI>*^lei(;h  ,iitste;:i.i  '     i*  /    .'  ki.  «;,..» 

^'+'g — ^+'-jL']    .     '■■.'.>•'   ,  ■  «T.  iH»^  "'^^  fi'i»^  *' 


I  .-    .       :  ■    »■  »     ■  .•;: 


ilD(^i?)<=  I; 


■       i 


welche  Gleichung  in  Hinsicht  ihrer  Zurfickführung  auf  reelle  Grössen 
dieselbe  Schwierigkeit  darbidtet,  wie  jene  bei  deii  GrOsi^  3.  Grades. 


deren  Richtigkeit  sieb  ans  den  beiden  früheren  Gleichungen  AC^=^\ 
nid  £D  irt  1  H^attfftefeRt. 

Die  Formeln 

*       eos{d?^4y)=cosj;co»5r-^8in4r8in3f 
und 

sio  (^  4-y)  =  sin^rcosy  -|-  cosor  einy 

lassen  sich  ebenfalls  fSr  die  Funktionen  hSberer  Grade  aufetellen; 
denn  man  erhält  aus  den  Gleichungen  (6): 


•  •••••■•• 

t 

(jTo  +  iV«n-iari  ....  /Va«-i«-^  Xn-i)  (yo  +  ^«ii-iyi  ••  •  •  JVft»-.i«-*  y«-i) 

führt  man  die  Multiplikation  in  der  -ersten  dieser  Gleichungen  aus, 
so  erhält  man: 

^oyo + ^1  (^0^1  +  ^i^o) + ^1*  (^oya + ^lyi  +  ^«yo)  •  •  •  • 

Aus  der  Zusammensetzung  dieser  Ausdrucke  kann  man  die  der 
folgenden,  welche  man  erhält,  indem  man  fiSr  Ni  ;  N^,  N^,.... 
Mtat»  ersehen.    . 

Addirt  man  nun  sämmtliche  Gleichungen  nnd  nimmt  den  nten 
Theil  der  Summe,  so  erhält  man 

(^ + y)o  =  ^0^0 — ^1  y«-i — ^2  yn-i ...  -  «a^n-itfi ; 

durch  Multiplikation  der  auf  einander  folgende  Reihen  mit  iV.i, 
iVl., • . . •  iVL-sn-f  1  erhält  man,  wenn  man  wieder  addirt  und  den 
itten  Theil  der  Summe  nimmt, 

f 


\        I 


l'-.5t 


\ 
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,.   rf^^rdie  Fnaklionen  dftittM:  Gmdes  .erbfiiiliDuii:     , 

(2ar)a  =  2aro^a  +  a?i*, 
wenn  maii  x  fOr  ^  einsetzt 

Setzt  man  ferner  2ar  fär  ^   ein«  so  erhält  man: 

(3ar)2==:3(aroa:i*+aro*a^  —  j?ia?a*). 

Setzt  man  ferner  in  den  Gleichungen  der  Fanktionen  für  x-^y^ 
Xi.^r*-  X' und  y^x,  wodurch .x+y=^0  wird,  und.bedftnkt,  dass 
Xq^  —  ari^  +  ^2'  +  3^o^i^2  =  '»  ""^d  dass  0^=1«  0|=sO,  08=0 
ist,  so  erhält  man : 

V""  ^)o  =      ^0  +  ^i^a* 
(—  x)i  =  —  OTa*' —  XqXi  , 

r  ■'  ■■'■       '■■■■■■    (— •a:)a=  ■■  a?i«  — araV 

•      '         .  •  ..'S  •       ■  . 

Hierdurch  werden  die  Werthe  folgender  Reihen  gegeben: 


x^  .  x^ 


(     :rji:Ä.  — ajjj  •f-XoiXi^zz-^-'X      Jf  ""rrf**»*> 


^«  ,  a: 


8 


(     *^)%  —  ar^       XqX^ —  21      5!       8*  "'* 

AM»"t!en'gcfiiodenen  Formeln  fär  die  Fmktioneh  von  2^  und 
—  X  stellen  sich  leicht  folgende  Formeln  zusainmen: 

(2ar)o  —  ( — ar)o =  —  3ar,  OTj , 
(2x)i  —  (—  x)i  =  SxqX^  , 
(2^)2 — (  —  x)^  ==     Sa^o^i  • 

Aus  den  Formeln  (ur  die  Funktionen  vierten  Grades  von  x+v 
entwicfc^lfli^jli^h  fiir  die  FqnktiQneoiVoii  2.r  folgende  Ausdräcke: 
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(2a:)8 = 2a:o^3  +  2^1^:2. 

Aus  den  anföngiich  aufgestellten  Reihen^  ersiebt  man,  dass  ffir 
den  vierten  Grad  ist: 

Die.  Formeln  für  die  Funktionen  yo)na;-{-y  geben,  wenn  man  in 
dieselben  y  =  —  a:  und  a:  +  y=0  setzt,  vermöge  der- Gleichungen 
j:0*-f  !2aria?s — xj^=zl  und  x^'^-i-^x^x^  —  ^i*  =  0  ricbtige  Resul- 
tate« denn  man  weiss,  dass  Oq=^1,  Oi=0,  (^=0,  Qb=0  ist. 

Setzt  man  —  y  für  y,  so  erhält  man; 

(^— .y)o  =    -^0^0  +  ^lys — a?fty2 + ^syi » 

Endlich  sind  einige  eigenthüniliche  geometrische  Beziehungen 
bei  den  Funktionen  dritten  und  vierten  Grades  zu  bemerken. 

Man  hat  für  die  Funktionen  dritten  Grades 

X 

Xo  =  i(e'"  +  2e^coaxVi)» 

X  X 

a:i  =  l(e-*  +  c*cosa?VJ  +  «*V3sinarV|) , 

.  ■'-.  • 

X  *       '  " 

x^  =  ?,(e-*  —  e* cos  xVl  +  cV3 sin arV  |); 

denkt  man  nun  irgend  einen  Winkel  azizxVl*  so  lassen  sich  diejeni- 
gen Theile  dieser  Funktionen,  welche  picht  e—*  enthalten,  folgen- 
der Massen  construiren.    Man  nehme  (Taf.V.  Fig5.)an,  BAC  sei 

X 

gleich  ^a  und  AB  bei  einer  beliebig  gewählten  Einheit  e^,  s'o 
erhält  man,  wenn  man  das  Loth  BD  Ton  B  antAC  föUt,  die  Linie 
AD  in  drei  Theile  theilt  und  zwei  dieset  Tbeile  auf  AE  nimmt. 

X 

AE—  le^cosxV^. 
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Macht  man  nun  den  Winkel  BCA:^609  und  eonstriiirt  über  EC 
ein  gleichseitiges  Dreieck  EFC,  so  hat  lAan 

s  s 

EF=z  J(e«cosarVJ  +  «•VSsinarf  J) 
nnd 

S  X 

FÄ=:l(— «*cosarV  J  +  eVSsinarVJ), 

uas  man  leicht  ermessen  kann,  wenn  man  die  Linie  DH  paralfel 
EF  zieht,  de^en  Länge  ist 

Könnte  man,  ohne  die  Einheit  zu  kennen,  e"*  aus  ^  construiren« 
80  liesen  sich   die  Grossen  otq»  x^  x^  construiren;  denn,  wenn 

man  AE  um  -^  verlängert  und  von  dem  dann  erhaltenen  End- 

punkt  eine  Parallele  mit  EF  zieht,  so  ist  diese  um  -o-  kiirzer 
als  EF  und  stellt  alsdann  Xi  wirklich  dar,  so  wie  die  Linie  von 

B  bis  zum   Endpunkte  von  Xi  in  der  Linie  SC  nm  -tt  länger 
als  BF  ist  und  also  x^  wirklich  darstellt. 

Bei   zwei   Winkeln  er  und  a* ,  welche  sich  um  2n  unterschei- 
den, sind  die  Dreiecke  ABC  ähnlieh;  denn  wenn 

ist,  und  man  durch  x*  den  zu  a'  gehurigen  Werth  von  a:  bezeich- 
net, so  hat  man: 

^  in 


und  ebenso: 


_  47r  27r      X  2ns 


der  Bepi//^  9on  c«f  ^  und  «inx.  315 

An 


—  * 


Alsdann  kann  man  die  von   e    V>        unabh&ngigen   Glieder    wie 

früher  construiren,  indem  man  AB  nicht  mehr  gleich  e^,  sondern 

gleich  eV8    ä  macht.     Denkt   man  sich  wiederum  fSr  diese  Gon- 
struction  das  Dreieck  ABC  (Taf.  V.  Fig.  5.)  gewählt «  so  sind  xo 

_  An 

und  x^'  um  gleiche  Stucke  kürzer  als  Xq  und  .r«,  weil  e  vs 
kleiner  ist  als  e"^*,  und  Xi  ist  parallel  mit  Xi  und  grosser  als 
Hasselbe,  also  der  Linie  EF  näher  gerückt.  Denkt  man  sich  den 
Winkel  a  um  unendlichmal  2n  gewachsen,  so  verschwindet  die 
Potenz  mit  negativem  Exponenten  von  e,  und  man  hat  mithin  in 
den  Linien  AE^  EF  und  FB  diejenigen  Linien,  welchen  sich  .. 
die  6r5ssen  otq,  x^  x^  nähern,  wenn  u'  z=i2m'Jt'{-  a  ist,  und 
m  durch  alle  ganzen  Zahlen  bis  zur  Unendlichkeit   wächst  und 

4Ä  =  cV»^a  ist. 

Stellt  man  eine  Tabelle  auf,  indem  man  den  Winkel  a  von 
Null  ausgehend  immer  um  30^  wachsen  lässt,  so  ergiebt  sich: 

4 


ai« 


316 
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0» 
30» 

60» 


\i 


•  90» 


1W> 


150^ 


180» 


210O 


240» 


270^ 


300^ 


i 

e-*  +  6^1/3 
3 

X 


3. 

X 


e~^~eV3 
3 


e-z— 2e» 


e-^— eäy3 


f»-*— ^2 


»— X 


a30» 


360" 


:J0O» 


3 

X 

3  ■ 

e  -^  +  e^  V3 


3 

X 

e-^  +  2^2 
3 

p^x  _|.  g2v3 

•> 
»3 


0 


—  C-»  +  e«  V3 

3 

X 

3 

—  6-'  +  c V3 

3 

X 

3 

— C-* 

3 

X 

3 


"3 

/V3 

—  e-*- 

X 

-2e5 

3 

3 

X 
^2^3 

0 
IT 


3 

e"'  +  2e« 


-X  +  eäv/3 


-g-x^^a 


3 


3 

C" 

-'  + 

3 

e-* 

3 

C" 

-X 

X 

3 


^3 


— X 


—  e 


_  e-r  _|.  e^ 


«-^  +  cV3 
3 


3 

2e* 

X 

3 

g— X  — 

X 

3 

€-' 

f 

3 
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uDd  da  ß  ifHtfeheo  90^  und  ISO^  liegen  mues,  ed. darf  man  nur 
das  untere  Zeichen  der  Wurzel  anwenden  und  erhält  somit: 


Äy  =60-V^2880+720Ä; 


Mast  man  das  Glied  720  ß  der  Wdrzel  fort,  80  erhält  man,  da 
der  Subtrahend  verkleinert  wird»  ein  gröaeres  Resultat  als  man 
erhalten  sollte  und  kann  also  schreiben: 

wonach  der  durch  die  Gleichung: 

(v3y=«>-^^ 

zu  berechnende  Werth  von  y  grösser  als  ß  ist.  Die  Berechnung 
dieses  Werthes  ist  folgende: 

.     ..oo/x         3,4693925 


lU^iXXTl 

'■"2)1,7296963 
911 

53,66564  = 

y2880 

%f  M,  K 

52 

49 

• 

% 

w 

30 
32; 

demnach  i^h 

V  6.3343ÖV3 

>"=           2 

log  6,33436= 

0.8016986 
41 

0,8017027 

3)0.2672342 

1 

logV3  = 

0,2385607 

log2= 

0^3010300 
0,2047649 

7438 

1,602378 -y 

y=:  1,602378 

211 

<)!<»  =  1,588250 

190 

0,014128 

.210 

48'  =0,013963 

0,000165 

y=91<'48'34">/S 

34":.=  0,000165 

p 

0,000000 


\ 


I 
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Durch  die  Reihe  fär  Xq,  welche  in  den  Ausdruck  übergeht: 

findet  man   ferner  einen  Werth  ö,    welcher  zwinchen  90^   und  ß 
liegt;  denn  es  ist: 

also 

Die  Ausrechnung  des  Werthes  ö  ist  folgende: 

V6V3 

iogO^:     0,7781513 
3)0,2593838 

!ogv3=     0/2385607 
— 03010300 
0,1969145  1,573673  :=d 

8943 

0=1,573673  202 

900=1,570796  193 

0,002877  90 

9^=0,002618  83 

0,000259 
6.3"=:0,000257  tf  =:90O9'53"  <  ß 

Es  liegt  mithin  ß  zwischen  9|0  48'34^'  und  90^  9'  53''. 

Um   den  Winkel  ß  genauer  zu  bestimmen,   berechne  man  otq 
für  den  Winkel  910  48': 

«3=910  48'  910=1,588-250 

48' =0013963 
1,6(»213 

also 

3,204426 
^  =  ""V3"* 

Man  berechne  zuorst  den  Ausdruck: 
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—  ^  =  2e«  COS  910  48'  =  -«  2e*sin  1«  48' , 

log  ^ = log  2  -f  log  sin  1048'  + 1  log  e , 

t 

X 

^loge  =  Ä,  loga;-ftog(log6)— log2=:log£^ 

i 

log  3,204426 = 0,5057467 

27 

8 

logV3=0,2385607 

log^= 0,2671895 

logOog«)  =  log0,4342945 =0,6377798  - 1 

45 
log2=0,3010300 


0,6039438—1        0,4017388  =  i? 
343 

• 

95 

.  86 

log  2  =  0,3010300 

logain  1048'  =  a4970784  - 

2 

• 

\o^B  —  0,4017388 

0,1998472 
374 

—  0,1584336  =  2c«  cos  91  o  48' 

98 
82 

160 
164 

Nunmehr  berechne  man  g-*  =  C,  dann  ist  logC^  — orlogc; 
man  setze  arloge  =  Z>,  so  hat  man  log  or -f  log  (löge)  =  log /> 


loga:=:0,267I895 

log  (logc)— 0,6377843- 

0,9049738- 
9697 

41 

38 

l 
1 

1 

1              -1 
-0,8034776     =logC 

0,1965224—1 
078 

30 
32 

146 
138 

80 

83 

■ 

t-* 

=  0,1572253. 
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Es  ist  mithin  x«  für  den  Winkel  91«  48' =—0.0019085,  aUo  ist 
9104«' >/J, 

Ebenso  berechne  matt'  x^  ffir  91<*47': 


91« 
47' 


1,588250 
0,013672 


1,601922 
3,203844 

Iog3,203844= 0,8066654 

54 

4 

logV8=0,2385607 

loga;=i  0,2671 106 
log  (log  e) = 0.6377843r- 1 

Iog2=0.3010300 

0,6038649  - 1 
8586 


log2 =0,3010300 
log  sin  1'47' = 0,4930398—2 

g= 0,4016658 

0,1957366—1 
336 

200 
194 


63 
54 

"90 

86 


0.4016668==^ 


0,1569407=2c«co89l047' 


log«= 0,2671106 

log  (löge) =0,6377843 

0,9048949 
8940 


9 
6 

40 

38 


«-«=0,15722768 


1  -1 

0.8033317      sslogC 

0,1966683—1 
6495 

TIS" 
166 

"225 
221 


Mithin  ist  4:0  för   den  Winkel  91047' =0,0003361,  also    ist 
jJ>  91047'. 


y  =  ?V"±(««-a:»); 


a 


da«  obere  Zeichen  anter  dem  Worzelzeiebeh  geliM  der  Ellipse 
and  das  autere  der  Hyperbel  an.  Wächst  nnn  x  am  die  onend- 
lich^kleioe  6rOcrse  h  und  die  entsprechende  Zunahme  von  y  ist 
g,  80  ergibt  «ich  r 


y  f  ^  =  |\^±(a«~a:«-22^Ä~Ä^,; 


.f'.u 


and  wenn  man  die  hOberieo  Potenzen  too  ^  iiussef.Acht  lässt,  so 
folgt  hieraus: 

r,    ■     lU     ^     •  •■  .j    iJ.     ■    •.     •?-•**#  ■■•I        r-  ^ 


•l.-' 


Es  sei  yniT^^'^'-m'V^ X 9  em=:x^i,  mJa^jif+s.    Zipht  man 
nun  ^11^9   so  ist  if ;;=.&  oiid  -^f^gi   di^nn  ist  off^nttar 

a«  =  A«  +  «8r«,    <J=>^ÄHp. 

"       *•  ■  '•       " ■  »     .  - 

'•*•,.-■■  ■  ■ 

Für  g'^  den  Werth  eingesetzt  gibt : 


V 


«^(a«— a;2) 


^  h  ^±xß{i^—x^)  ^^x^ 


±(«2-0:«) 


Es  ist  aber  auch  ^  =  |^=i=  tg/y-i;  fßrn^r  ist  ^)<«x=^/yJ=:a; 
somit  tga  =  ^.    Den  Wf^rth  fiir  ^  tlingesetzt  gibt::  .^-     ^ 

■■*«:      •    •        t\ 


■  I  ' 


'^  ,.i. 


.   •    *    »       « 


Dessgleichen  ist  ^Jq>i^j^yJf=hy  «iso  rL^^igb^  folglich 


<!' 
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Man  hat  aber  f&r  die  NormaltiDie  (iV)  die  Formel 


«    ? 


also 


somit  auch 


^=VTS, 


aß  ß* 


und  folgliali 


».       • 


also 


somit  auch 


Qi9,=m:N^. 


Um  sa  zeigeo,  dass  dieser  Satz  aach  flfar  die  Parabel  gU^ 
Sachen  wir  den  Werth  des  Krtimmungshalbmessers  flir  diese  Canre. 
Die  Coordinaten  seien  vom  Scheitel  genommen.  Die  Werthd  für 
zwei  sich  unendlich  naheliegende  Punkte  derOiirreälr  die  Coor- 
dinaten seien  x^  y  und  x-i-h  und  y-^g^ 

Nennen  wir  den  Parameter  |i»  so  ist 

yzsSTpx  und  y+g  =  \fpix'i'h), 
oder 

y+g^Vpx-t-ph, 
und  somit  auch 

gszy/  px  +  ph  -^V  px. 

Ffihrt  man  die  Wnrzelausziehu^g  Bb  Spx-i-ph  aus,  so  folgt 

folglicb 

_     ph    /jyp 


^\J    \' 
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m 

demnach  ist 
Da 


ao  ist  auch 


^.=  i.^=,V^i; 


Sofort 


•«-'«»=iVi-iV^=^a-v^ '' 


_  V^P 


4   xyr^^' 

Mitbio  ..  , 

g%    —     '  ■      r  ^ mt*      I  ^J  »  ".'  «  • 


•♦■■      :    '. 


•  i  7  •  "       ■  ■  .^  ■ " 


jNach  gehöriger  Reduction  üod  wenn  man  h  als  unendlich  kliline 
(?roS8e  gege^n  ^  verschwinden  lässt,  so  erhält  man 


Nun  ist  die  NotMate  der  Parabel 
also 

somit  auch  Rir  einen  andern  Krümmungshalbmesser 

Also  ; 


Bei  einer  andern  Gelegenheit  mehr. 
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460  Toller:    U$Mr  mm  nkhrkwUrmf^ 

Aas  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  nun  fOr  den  Durchschnitts- 
punkt  T,  dessen  Coordiuaten  x^  y  heissen  mOgen,  dass 


^  _  ^2  — yi  -1-  ari/^fat) — ara/^^(j:a) 


und 


Demnach  ist  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  MTN: 

(y  +yi)(^— ^i)  +  (y  -h^)  Qa^— <ar)— (ya +yi)(^g  -  ^i) 

2  * 

oder,  wenn  man  ausmultiplicirt, 

^1  {y^—y)—yx  (^2—^) +y^a— ya^ 

2 

Dieser  Ausdruck  geht  bei  weiterer  Transformation  über  in: 

^i(y2— y)~yi(^»— ^)-^2(ya— y)+^ay2+yg(^2--^)— ^g^2 

woraus  sich  ergiebt,  dass  Dreieck  MTN  gleich 

2 

ist.     Substituirt  man  nunmehr  die  Werthe  von  y  und  Xf  so  folgt 
endlich,  dass  Dreieck  MTN  gleich 


{xi  — ara)  {(yi  - ya)/''(^a)  —  (^i — ^2)/'(^i)r(^2)  I 
+  (ya"-.yi)i.yi— ya+C^a—g^iJ^fai)} 


i 

2tnx,)-A^a)l 
Die  Fläche  MPNQ  ist  allgemein  gleich 


X=:«, 


Da  aber  das  Integral  wiederum  eine  Funktion  von  x  ist,  so  kann 
man  auch 

MPNQ^q>(x)'\^C 


BU§miuinem  Bat»  vom  dem  Curvtm.  453 

-4r(«i)n«i)(^-«i)-»(^.-«i)/'(*i)/'"'(«i)+4/'(*i)r(^i) 
-  (9%-!fi)r'n^t) + (yt  -yi)  («.  -  a-i)/''(*i) +3r(«i)/"(«i) 

-  2/"(a:,)  r(*,)  +  3Aa:,)  r(*i)  -  6(ar,  -«,)  /Vi)  A^i) 
+  r(^i)r(^i)-2(*i-«i)/"(*t)/'''(*i)-(^i-«i)V'(*i)/'X*i) 

/''(^i)  I2v(a^  -29(j?i)-(y»  +yi)  («ii-  «,)  \ 

-  ^m^iH^rM  +  (a!i-«i)  /'(*i)  -  (yi  +»,)} 

-  9(a:,-«,)  rMfM 

+ 3r(*i)r(^t) + r(«i)  i/"(«i)  -  /'(«i)  i +r(^i)  rc^:!) 

welches  fflr  gi  =  y%  and  Xi  =  rr«  sich  auf: 

4r(*i)r(«i) 

Tedocirt,  woraus  erhellt,   dasssich  das  Segment  zum  Dreiecke 
wie  2:3  verbilt. 


numm  tl»*mmUf1m«'n.mfMM1mm,  Ir-ntmUlalMti  tfln 


j'     '  t[x)dx—  Pix) .  Jx  +  \i^(x).  äa?^  +  )^{x\i^dx) .  Ax\ 

Nun  ist  aber  oach  11): 

P{x)=^f{x),    F''(x)=r(x),    F'^(x)^r(x)i 

I  • 

foIgli9h: 

'S 

woraus  sich  nach  ]0)liurder  Stelle  . 

13)    .    .    2y   '     '  f{x)dx'-{f(x)+f(x+/1x)]Jx 

»      ■        . 

=  1  if"  (« + M*)  -  ir(«  +  e  V«)  1  ^«» 

ergiebt. 

Aas  7),  8),  9),  13)  ^rbaltipn  wir  jetzt  nach  gehöriger  Sob- 
stitution  der  Ausdrficke  8),  9),  13)  in  7):  § 

D_      I f"(a! + QiJx)  —  kfix  +  Qdx) i . Jx^        fix  +  Q4lx)    .. 
S  ~     \\f'{x-^q^^x)  —  \f"{x\q/ix)\.dx*'^-f''(x  +  ft^a;)  "^*' 


also: 


D__^     f"(x  +  Qdx)    fix  +  q^^x)  -  Xf^x-^-qJx) 

S-        *'f(X^  QiJx)  '  Ifix-i-q^Jx)  -  if"(,X+QJx) 


oder 


Lässt  man  jetzt  Jx  sich  der  NnJI  nähern ,  so  nähern »  weil 
Qf  Qi  9  Q2,  positive,  die  Einheit  nicht  übersteigende  Grössen  sind, 
die  Grössen  f"(x  +  QJx),  f'ix-^^Qi/Sx),  f"(x-\-Q2,^xf  fs^ch  sämrot- 
lieh  der  Gränze  f"(x)  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem 
beliebigen  Grade,  und  es  ist  also  nach  obiger  Gleichung,  immer 
unter  der  Voraussetzung,  dass  Jx  sich  der  Null  nähert: 

,.  D  ,  fix)  {\-\)r{x)    ,    ,.  ö_,i-i_,,, 

folglich : 
15) Lini^  =  |, 


•     l 


Man  lege  um  das  Dreieck  abc  (Taf.  VI.  Fig.  4.)  einen  Kreis, 
ziehe  eine  beliebige  Linie  cd,  verlängere  dieselbe  bis  zur  Peri- 
pherie und  verbinde  dann  noch  die  Pufükte  a  und  6  mit  f,  so  ist 
md^,  dem  ptolemäiscbei^,  Lehrsatze  :f 

■  ,.      t.  , 

.  ac.bf-i-bc.af^jab.cf.  (t) 

'  •  ■  "    i  i 

Da  aber  ^adfc\^^bcd  und  ^acdo^^bdf,  8ß  yerbSit  sifJi: 

•   ■  •  ■  '•  -. 

af:ad=zbe:cd 

und  ,         ^ 

bf:  bd=iac:  cd. 
Mitbin  ist : 

^      bc.ad      '  ^      acbd 
Substituirt  man  diese  Wertbir^,  so  rouss  No.  (1)  iti 

d.  I.  iii 

ac'^.bd  +  bc^.ad=ab.cf:cd  .   \  (2) 

übergehen.    Aus  laicht  zu  begreifenden  Grfinden  ist  indess: 

cf.cd:=:cd^  +  cd,df, 
also 

ac^.bd-i-  bc*,ad=i  ab.icd^-t-cd.dp, 

oder 

ü€fl.bd'i'b€^^ad'--e€P.ab=sab,cd.dfy 

lEiS  ist  aber  nun; 

cd  .df=ad.db', 

weil  ^adfCK^^bdc,    Folglieft  ist: 

«c*.  6rf  +  bc^.ad--cd!^.ab  =  ab. ad.  bdy  (3) 

w.  z.  b.  w.  *) 


*)  leb  danke  dimiv Heren  Verfasser  sehr  für  diese  MiUheilung,  da 
er  meine  Vermnthung,  dass  der  Satz  sich  am  besten  mittelst  des  Pto- 
lemäischcn  Satzes  müsse  beweisen  lassen,  sehr  schön  bestätigt.        G. 


4f7S  MUiMm. 

Von  4eai  ii«raatgelier.  -    '" 

Am  f  g  ab  ß. 

Ein  rechtwinkeliges  ebenes  Dreieck  sn  bewHibiifeB^ 
deeeen  Seiten  in  stetiger  Proportion  stehen»  und  wo- 
rin eine  Seite  die  gegebene  GrOsse  a  hat 

DIö  drei  Seiten  des  so  bestimmenden- Dreiecks  rnfkea"  x»y,-it. 
Nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  soll  die  eine  Seite  die  mitt- 
lere Proportionale  zwischen  den  beiden  anderen  sein.  Wir  wol- 
len annehmen»  dass  dies  ifie  Seite  jy  sei,  und  demsuTolge 

1) x:jf=zyiz 

setzen.    Da  wir  diese  Proportion  auch  unter  der  Form 

schreiben  kSnnen«  so  ist  es  offenbar  gleich|;ültigg  welche,  von  den 
beiden  Selten  x^  z  als  die  kleinere  und  welche  als  die  grSssere 
angenommen  wird;  deni^  einander  gleich  kOooen  beide  als  Seiten 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  offenbar  nicht  sein»  weil  dann  ver- 
möge obiger  Proportion  augenscheinlich  ar=:ys=zx  sein  mffsstß,  das 
Dreieck  folglich  gleichseitig  sein  wfirde.  Wir  wollen  daher  gros- 
serer Bestimmtheit  wegen  von  jetzt  an  voraussetzen»  dass  von 
den  beiden  Selten  x,  z  die  erstere  die  grössere  sei.  Dann  liefert 
uns  der  pythagoräische  Lehrsatz  die  Gleichung 

2) a:a±i«  =  iy*, 

also  nach  1)  die  Gleichung 

3) x^±t^=:ccz. 

Nun  soll  eine  der  drei  Seiten  die  Grosse  a  haben.  £s  kann 
also  :r  =  a  oder  y^=^a  oder  z  =  a  gesetzt  werden. 

I.    Setzen  wir  a:=:a,  so  wird  vorstehende  Gleichung  3): 

4)    .    .    .    .      a^±z^=az,    ««Tfl«  =  Ta*; 

woraus 


folgt.    Also  sind  bloss  die  unteren  Zeichen  zulässige  folglich 

z  +  ia  =  ±\aVöf 
also    ' 
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.■...ass.±i«(V6Tl)   ,...,..• 

ZU  setzen  9  wo  offenbar,  weil  i  seiner  Natur  tkacb  poisltlv  !st,  nur 
die  oberen  Zeichen  zaiässig  sindy  waA  daher 

»=ia(V»  — 1), 
folglich 5   weil  y*=:a:jrs=a2  ist» 

gesetzt  werden  nrnss.    Wir  haben  daher  die.  AuflSsang: 


«V^-^'    «  =  4«(V8-1); 


;  t 


•     '1 


die  den  Gleichungen 

entspricht 

II.    Setzen  wir  z=:a,  so  wird  die  Gleichung  3) : 

woraus 

folgt,  also  wieder  bloss  die  onterea  Zeichen  zulässig  sind.    Folg. 
lieh  ist 

also 

iP  =  Ja(l±V5), 

« 

worin  man  bloss  das  obere  Zeichen  nehmen   kann,   weil  sonst  x 
negativ  werden  würde«  und  daher    . 

a:  =  4a(V5+l) 

setzen  muss.    Wir  haben  daher,  weil  y^ssiazszaof  ist,  folgende 
Auflösung: 

a:  =  ia(V5+l),    y  =  «^"^^,    x  =  «, 
welche  den  Gleichungen: 

entspricht 


i|74 

IIL    Setsen  wir  y^ai  wir«v^  dHo-Glekhung  3)»  biÜ  Rfids« 
•{cht  auf  die  GleiehoDg.  o^ssstr^sa*;  ,    ., 

6) »*±i^^^»'«» ■«'«••    '     '■   '  ■'  ' '  ■    •  J-> 

An«  diesen  Gleicbongen  trtfrde  Mgn:: 

folglich  fflr  daa  obere  Zeieheni 

was  ungereimt  ist    Also  fsf  Iblöss  das' untere  Zelcbett  sößäsig,  and 
daher  zu  setzen: 

Also  ist 

jS^  — ^=»a*,  vir*— .fl^ar^ssa*; 
folglich 

woraus 

■     .'  .  ■.      .    ■■  j  -  . 


:■.'.-;■ 


folgt,    und  daher  offedliar  blnss  das  obere  Zeichen  zulässig  ist. 
Mit  Rücksicht  darauf»  das«  x  positiv  sein  niuss,  ist  also 


^  =  a\  — 2— 
folglich 


_«* a aTvS  — 1 

Wir   haben  daher  folgende  Auflösung: 

-^2 — »    3^=«r    2=«.\  — 2 — ' 
welche  den  Gleichungen 

entspricht. 

Wir  haben  also,  wenn  von  den  drei  Seiten  a:,y,z  die  zweite 
y  die  mittlere  Proportionale  zwischen  den   beiden  anderen  «,  i 
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die  drei  fol|eiidei|tAunMttii]fteil:i'    «'>*  '  ^i 


'  .        •■  ■  ■   •  1         .  •  ;  >     r 

— gl—,    y  =  o,    «=o^  — 2 — . 


III 


»'    • 


welche  den  Gleichungen:. 

I*.    xz=za»    xz^=^y^y    ar*  —  2*=y*   oder   y*  +  2'  =  a;*; 

II*.    a;*  — 2*  =  y*  oder  y*i+2:*s=t:p*,;  a?i=y',    i=:a; 

III*.    o:*  —  2*  =  y*    oder  y*  +  «•=  a:^,    ^  =  a,    ari  =^* 

entsprechen. 

Durch  eine  einfache.  Probe  kann  man  sich  von  der  Richtig- 
keit der  vorstehenden  Resultate  überzeugen.  Die  Hypotenuse  ist 
nach  den  vorstehenden  Gleichungen  immer  Xy  was  sich  auch  vm 
selbst  terstebt,  weil  «nter  den  gemachte^  Voraussetzungen  offen- 
bar X  die  grusste  von  allen  drei  Seiten  ^ein  muss. 

Zur  Construction  von  I.  dicjit  die  Gleichung 

«*  —  i^zziazy    a*=2(z-|-a); 

also  die   Proportion :       ' 

2:0=^0:1  +  0,         . 

•  -     •  •       »         .'.  •  •  i         ', 

und  die  Construction  ist  aus  Taf.  VI.  Fig.  .5.  von  selbst  ersichtKck 

Zur  Construction  von  II.  dient  die  Gleichung 

......  .  .,• ' .    ♦ 

cra:  +  a*=.T*,    a*=a;(a?— 0); 

also  die  Proportion: 

x:az=ioix — a,    • 

und  die  Construction^  ilsit  ai»s  Taf.  VI.  Figtft  vpn  selbst  i^ichtlich. 
Zur  Construction  von  IIL  dienen  dieGletöhungen  r 
x^  —  «*=(a:  — x){ar  +  z)=3  o?.,    xizzia^ 

oder  die  Proportionen: 

X — z:o^sa:x-}r  t,    x:az:za:z;  . 
deren  man  sich  auf  folgende  Art  iiediene»  kann. 
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f  UdmeiMrMie^ilwfieiiMMvIAIT^^^ 
ni6Mer  beschreibe  mao  um  denMHU^aki\C  ^InwXi^'p  jwüdtlß 
auf  AB  in  B  ein  Perpendikel  BD^AB  und  ziehe  dorch  C  and 
D  eine  dep  Kreis,  in  fl,  and  F  ^  ethaeidende  Gerade,  ^erauf  bc^ 
achreibe  man  flbier  BÜ  als  Durchnüeaaer  einen  Kreis ,  trage  in 
denselben  von  D  wäU.DE  als  Sehne  ein^  so  dass  DG^=zDE  wird, 
und  ziehe  BG\  so  erhält  jnan  das  j^btiirinjdige .  Ureitek  BDG. 
Nuh  schneide  man  hnt  BG  von  B  aus  BG' ^=za  ab  und  ziehe 
G'iy  mit  GD  parallel,  so  ist  BG'iy  das  Verlangte  Dreieck. 

Denn  es  ist 


■«  :  .r 


1     »i 


also    ■  •.  '•    '  ■ 

/BD\\     .  .  BD        ■ 

und  ferner  nach  der  Construction 

.. ,.        * 

BD       BD'..      ,     ./BD'Y      .  .  BD* 

oder' 

BD^:=:iyG'^+D'&.SMy,    BW^'-iyG'^^iyG'.Biy. 

Nun  ist  aber  nach  der 'Construction' 

BD'^^D'G'^^BG'^  =  a^,   also   D'G'.BD'  =  a\ 
Setzen  wir  also 

ßD'  =  x,    D'G'=:^z,    BG'=^a; 

m 

SO  genügt  das  rechtviinklige  Dreieck  BG'D'  offenbar  den  Bedin- 
gungen 

und  ist  also  das  gesuchte. 


Bemerkungen  über  einen  geometrischen  Elementarsatz ,  über 

die   Auflösung  der   biquadratischen   Gleichungen   und   eine 

Aufgabe  aus  der  Lehre  vom  Grössten  und  Kleinsten. 

Von   dem  Herausgeber. 

I. 

In  den  Nouvelles  Annales  de  Math^matiques.     Tome 
XVL  Mars  1857.  p.  125.  hiit  Herr  E.  A.  Gonzy  zu  Lausanne 


4TO  MiM^iim 

(JUed  nlcM  feUk«  «cMnti  «icjit:»^  beklHmtsii  f^ä?^^  me  sie  v^ 
4ieiil;  i^li  will  difinilbe  cUher  in  Fi^igend^i»  kiir«,iiiIttMlen,  .w.ea« 
4X6  Methode  itiieh  nur  als  eine  Verellguneipi^niiig.  ifif  bekaspfem 
atteo  Methode  Ten  F^orrari  zu  hetrfkqhtoQ  ist     -  .,  ^i.    .^  ^ 

'     Die  aarstdfoetode  Gteichanii;  sei  - 

...,..••■•.  ■       ,         .      j  '..■-■        ,...-.  .^^ 

Man  bringe  dieselbe  anf  die  Form 


:J       • 


und  iaddirv,  ^ladeai  41  ein0k':ii69^  lubekaniitf  (j^Qae^.  bofceidmeti 
aaf  beiden  Seiten  die  Grßaee: , ; 

SO  erhält  man  links  die  CMieä-' 

also  das  vollkommene  Quadrat 
und  rechts  die  Grosse 

Jede  GrSase  von  der  Form 

€uc^  +  i^*  +  y 
Ist  nun  immer  dann  ein  vollkommenes  Quadrat,  wenn 

ist,  weil  unter  dieser  Voraussetzung  offenbar 

aar*  + /?a?  +  y  =  (a?  V«  +  Vy)* 
ist. 

Bestimmt  man  also  u  aus  der  Gleichung 

so  ist  die  Grosse,   welche  man  oben  auf  der  rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichens  erhielt,  .das  vollständige  Quadrat 
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Nsd^ntiiD  I)M'(la|i«r  ZOT  ^ostiiDii)uiig.TK>q,a?  mu;h  dem  Oi>i|;eD  qjt 

welche  auf  die  ^aadplttiscbe  Doppelgieicbnag 

oder 

fOhrt»   aus  welcher  die  Wert^e  von  x  aar  bekannte' Welise'  hü^ 
stimmt  werden  kQniieo.. 

Die  Gleichung,   aus  welcher  nach  dem  Obigen  u  bestiipai^ 
werden  muss^  ffihrt  ;ei|  4er  Gleichung 


(all— c)«  =  4(2«  +  Ja«— 6)  (w«— d). 


und  wird  nach  gehöriger  ;Eati>riclceIang  telcht  auf  die  Form 

gebracht,  ist  also  rom  drittea  Grade;' 

Daher  hat  man  jetzt  zur  Bestimmung  von  x  die  beiden  üi* 
genden  Gleiehungei>  dfis  4ritlaa  und  ztyeiteii » Grades ; 

tt»-i6««  +  l(ac-4d)M-J{(o«-4*)rf+c»)=0, 

«»  +  (laiFV2t£  +  ia«-rW^  +  ?*iF  Vti«— d=^0; 

in  denen  die  vollständige  Auflösung  der  Gleichung  des   vierten 
Grades  ilri 

in  welcher  das  zivette  Giied  nicht  fehlt/  enfhalt^o  ist. 


'     :'} 

■   -      -  -■  :             ^^^i     .        . 

r 

III. 

'  *       •    . 

• '.    '    hl 

\A  u  f  g  a  b  e. 

1  i .'  ■ .  <  f 

Drei  Grcisseo  a,  y>  f»^  .der^n  jS^nj»m^  die   gegebene 
Grosse  i  ist,  sind  durch  Messung  liestimmt  worden*). 


*)  Etwa  die  dr«i  Winliel  eines  ehenen  Drcieckb  nifl  d^in  Tjbeodiiüite^. 


4M 

und  man  habe  ^«4Q>«bs<flr\diM6,dreV^f9««on  respee- 
t|?e  die  Wertbe  a,  b,  e  erbalten.  Da  diese  Weithe  mit 
iBedbaebtiing'sfefaleTii  Vehartet  efed»  und  Ibre  tSvte'aie 
also  im  AllgemeiDen  Dicbt  genau  t  ist,  so  soil-m'aW  die« 
selben  so  Terbessern,..  dass  die  verbesserten  Wertbe 
genau  die  Summe  t  geben,  und  die  Suinmia  der  Qua- 
drate der  Verbesseriiikgeti  ein  MinleiiLA  isti 


A  u  f  1  8  s  u  n  g.    ^  ^ 

Die  ffesucbten  Verbesserungen  seien  ^i » yi  t  2| »  so  sind  die 
▼erbesserten  Wertbe  a  i-sttf'b  -f-  yi »  e^-  S|  f  also  naMA  -  den  Be* 
disgungen  der  Aufgabe^  ^ 

a?i +3fi +%  i=f— («  +  » +  c). 
Die  Summe 

seil  ein  Minfanüm.  weHe^.    Weil  naeb  dem  ^^irbs^gebepden 

ist»  so  ist       - 

ti  ==  ari«  +  yi*  +  {*— (a+6+c)— ar,  — yi  )*, 
also: 

ti=:2^i*+2yi*  +  2ar,yi  -2{i~  (a+H^)}  (a^i+yi)  +  {i-(a+*+c)l«. 

Hieraus  ergiebt  sieb: 

^=4ri+%i-2|»-(a  +  6  +  c)). 

^=:4y,  +  2ar.-2U-(a  +  6  +  c)); 

also  wegen  der  bekannten  gemeinsobaftlichen  Bedingnngen  des 
Maximnms  und  Minimums; 

2a:,+y,-U-(o+*+c))=0, 
i9i  +  Xi  —  {s—(a+b+e)]  =  0. 

woran«  man  sogleich: 


äUseeilem 
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sind.    Also  ist,  wenn  wir  den  Winkel  BAC  oder  B*4!C'   durch 
^^Gzeichnen,  der  Inhalt  des  in  Rede  stehenden  Dreiecks  offenbar: 


,   m.A'B'^-m'.AB   m.A'C+m'.AC    .     ^ 

J .SID^. 


3  • 


l'heilen  wir  nun  die  Höhe  h  unsers  Körpers  in  n  gleiche 
Theile^  wo  n  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  erhellet  mittelst 
einer  ganz  einfachen  Betrachtung  auf  der  Stelle,  dass,  wenn  im 
Folgenden  die  Gränze  sich  auf  ein  in's  Unendliche  wachsendem 
n  bezieht,  der  Inhalt  J  auf  folgende  Art  ausgedruckt  werden  kann: 

,         ■.    ^,.     h\    O.A'B'  +  (n--0).AB  0.4'C'+(n-0)'AC 

n  I  n  n 

l.A!B'  +  (n-l).AB  l.A'C  +  (n-l).AC 


n 


n 


2.A'B'+(n-2).AB  2.A'C+(n-2).AC 


n 


n 


3.A'B'  +  (nS).AB  3 . A' C  +  (n-S) . AC 


n 


n 


u.  s.  w. 


(w  — l).J'Ä'+(w  — («-1)).^J? 


n 


X 


(«— ly.^'C'+Cn-c«— 1)).^C 


n 


Alle  Glieder  zwischen  den  Klammern  in  diesem  Ausdrucke  sind 
von  der  Form: 

ka'  +  (n''k)a  kb' ±^n-;-U)b  •  '   '   ' 

• ,  ■  .     . 

n 


n 


alsb  von   der  Form : 


folglich  ist  offenbar: 


[124.2«+»«+.. ..+(n—l)«].^>JB'.4'C'  ^ 
+  |-  «(1+2+3+...,  + (n—1)) 


J==iAsin  iiLim.  -5 


|-    W^l  -f-Ä 


....  +  (n-l)a)  JL 


n* 


(l«+2«+3»+ 

X{AB.A'C'-\^AC.AB') 
+  [12  +  22  +  3«+.... +n«]..^.-4C 


MiBfeiiem 


n  t  n  it  . 


n  r  11 

n  n 

^.A'iy+in—^.AD  S.A'B'-Kn—^.AB 


3.A'D'+(n—3).AD  Z.A'B'+in-Z).AB 


n 


u.  B.  w. 


(n  —  l).A'D'  +  (n—(H—l)).AD 


^  Jn-r-l).A'B'  +  (n^(n-ly).AB 
X _ 

+  i..nl?Lim.-j ij \ 

.  l.A*B'+(n—l).AB  l.B'C'-K,n-l).BC 

^  n  I« 

.  2.A'B'+(n-''i).AB  %.B'C'H»—^'BC 

H • r 

n  ti 

.  3.A'B'+(n-3).AB  3.&C'-(n-S).BC 


n 


n 


(ft- 


U.   8.   W. 

1) .  A'B^  +'  (n-^(n^  1)) .  AB 
n 

(n-l).^^C^f(ii--(n-l)).^C 
^  n  / 


Viereck  ABCD-z=: = i . ^ 

2  2  2. 

_(ßC.9\nB-{- AD. H\n  A^^AB'-BC, cos  B  —  AD.cobA) 

*"  2 

gg*.8ingco«Z?  ,  i4Z?«, ginicogj 

+  2  +  2  ' 

also,   wie   man   auf  der  Stelle  findet,    wenn  man   da»  Prodnct  in  dem 
Z&hler  des  ersten  Theils  gehörig  entwickelt: 

Viereck  ABCD^l\AD .AB. Bin A^- AB. BC. »in B^ AD. BC.mCA  + ff)]. 

Bedenteten  A  nnd  B  die  äusseren  Winkel  des  Vierecks,  wi«   es  be- 
kanntlich eigentlich  in  der  Poljgonometrie  gewöhnlich  ist»  so  wäre: 

Viereck  ABCD  =:l{ AD. AB. Bin A+ AB. BC.ulnB+ AD. BC.9lniA-^B)i. 


Taf^ 


aL  fiffA^. 


Gn 


r 


2äfi 


\ 


^Äip. 


4 


J 


.  l 


r 

i 


1     «     • 


y  '.~  1 


■y . ." 


f 

\ 
.  t 


.  I 


»»•' 


.^.  < 


*^ 


■  ^'  \ 
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ist»  mit  deDOD  sich  auch  der  Conte  di  FagDano»  tLegendrt, 
Serret  u.  A«  beschäftigt  haben.  Wir  machen  auf  diesen  Anbati 
des  Herrn  Tortolini  im  Interesse  der  besonderen  Zwecke»  die 
unsere  Zeitschrift  verfolgt»  aufmerksam »  weil  wir  glaubet»  dass 
die  weitere  Beschäftigung  mit  diesen  Curyen  namentlich  auch  flfar 
jängere  Mathematiker  ein|  treffliches  Uebungsmittel  absigebsn 
geeignet  ist»  und  wollen  daher  einige  Worte  über  den  Inhalt  die- 
ses schönen  Aufsatzes  sagen. 

Herr  Tortolini  gelangt  zunächst  zu  der  Gleichung  dieser 
Curven  durch  die  folgenden  allgemeinen  Betrachtungen.  In  Be- 
zug auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  xy  setze  man: 

a:  =  rcostf,    ^srsinu. 

Bezeichnet  nun  q>  die  Neigung  der  Cnrre  in  dem  Punkte  {xjj\ 
gegen  die  Abscissenaxe»  so  i^t 

dy 

und  folglich»  wenn  man  die  vorhergehenden  Ausdrücke  von  x,  ff 
differentiirt: 

Hxuudr  +  TQOBudu 

tanff  q>  =  -5= — k . — 5— » 

^  ^      cos  iwr — T  sin  uou 

also,  wenn  man  im  Zähler  und  Nenner  mit  cosu  und  dr  dividirt: 


r^u_^  tangg?  —  tangM  

dr        l-f- tansQotangu  °^^        ' 


rdu  _^ 

tang9>taDg; 

oder 

dr 

C0t(9-M)=^, 

wo  (p — u  der  Winkel  ist»  welchen  im  Punkte  {xy)  die  Berührend« 
mit  dem  Radius  Vector  r  einschliesst.  Ist  jetzt  cpi  die  Neigung 
der  Normale  gegen  die  Abscissenaxe»  so  ist  q)i=zin'\-(p,  alsi 
9)i — ti  =  j7r  +  (9) — m),  und  folglich 

tang  (9?i  —  m)  =  —  cot  (9  —  w) , 

also  nach  dem  Obigen: 

dr 
tang(9i-M)  =  — ^, 

oder 
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~  =— 8iitaiig(9i— «). 

Dm  erste  Glied  dieser  Gleichang  Iftsst  sich  ohne  Weitere«  inte- 
griren»  and  das  zweite  ist  auf  Quadraturen  zarQclEnihrbar,  wenn 
fpi  als  Fnoctioo  von  n  gegeben  ist 

Neiimen  wir  nun  an,  dass  q>i  ein  ungerades  Vielfafhes  von 
fi,  also 


ist  9  so  ist 


also 


9i  =  (2ii  +  1)11 


--  =  —  cti  tang2ntf  =  ö 3—  $ 


2jilr  =  lcos2itu-f  C, 


.,  I 


und  folglich  9  wenn  man  die  Constaote  so  bestimmty  dass  r  =  a 
wird  fiir  u=0,  woraus  sich  C=2nla  ergiebt: 

jSnl—  =lcos2tttf 
a 

also 

—  )    =:cos2ntf    oder    r*»  =  o**cos2iiti . 

Für  n  =  l  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Lemniscate : 

fA  =  ii*cos2tf. 
Weil 

rcosii  =  :r9    rsinusy 
ist,  so  ist 

<kS«^mS  4wS  «m  ^S 

r*=a:*+y*,    cos2ti=:costt* — sintt*  =  — -^^=    a-i-Is* 
also 

Den  Fall  n  =  2,  also  die  Curve,  deren  Gleichung 

r*  =  a^co84n 
ist»  hat  schon  der  Conte  di  Fagnano  betrachtet. 
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Herr  Tortolini  setzt»  um  die  aUgemeine  Gleichung 

r*«  =  a*"  cos  2«» 
in  rechtwinkligen  Coordiuaten  auf^^sudHIcken : 

2cos2itif  =  (cosM  + 1  »In  ii)*»+ (cos  n—tsin  !!)•■, 

'  j , 

iro't=V— .1   ist.    Dann  Ist,  weil 

cosfi=— 9     sin  V  =7  ^9     r=V^ar*  +  «* 
r  r  '  ^ 

ist: 

also  nach  dem  Obigen: 

oder 

In  dem  von  Fagnano  betrachteten  Falle  ist  n  =  2,  also 

woraus  sich  sogleich 

ergiebt. 

Für  n  =  3  erhält  man  die  Gleichung 

Eben  so  leicht  lassen  sich  nach  der  von  Herrn  Tortolini  an- 
gegebenen Methode  die  Polargleichungen  in  allen  übrigen  Fällen 
in  rechtwinkligen  Coordinaten  ausdrücken. 

Herr  Tortolini  zeigt  noch  die  allgemeine  Rectificatioo  der 
hier  betrachteten  Curven.    Bekanntlich*)  ist  allgemein 


*)  M«  8.  meine  „Analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des 
Raumes  fär  polare  Coordinatensysteme.  Greifswald  ood 
Leipiig.    1857.    S.  985— 239.  CL 
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F.BrioBchi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino»  B.  Tottoliai 
a  Roma.    4^.    (8.  Literar.  Berieht  Nr.  CXX.  S.  &). 

No.  3.  (Haggio  e  Giogno  1858).  Sopra  i  Co?ariaiifi  delle  fimne 
binarie.  Nota  del  Prof.  Enrico  Betti.  p.  120.  —  So!  differebriali 
a  inclice  qualunqae.  Nota  del  Prof«  Placido  Tardy.  p.  135.  -* 
Memoire  sor  la  probabliit^  des  erreürs  dani  la  Bonune,  oa  dana 
la  moyeuDe  de  pluaieara  observationa  par  le  P.  M.  JoIIlea  S. 
J.  (Continuaaione).  p.  149.  —  Note  aar  une  formole  d'Abel  par 
Joseph  Bertrabd.  p.  156.  —  Sai  Covarianti  delle  forme  piü  varia- 
bin.  NutadelProf.  Francesco  BrioschL  p.168.  —  Solle  llnee 
del.terzo  ordine  a  doppia  curvatura.  Nota  del  Prof.  Luigi  Cre- 
mona.  p.  104.  -^  Sülle  equazioni  del  moltiplicatore  per  la  tras- 
formasione  delle  funzioni  elliticfae.  Nota  del  Prof.  F.  Brioschi. 
p.  17&  —  Sopra  alcane  curve  algebriche,  delle  quali  la  lemniscata 
6  on  caso  particolare.    Nota  del  Prof.  Baroaba  Tortolini.  p.  178. 

RiTlato  lilMlogimplile».  Intomo  ad  una  formola  dMoterpo- 
laiKme.  Articolo  del  Prof.  F.  Brioschi.  p.  182.  (Betrifft  eine  For^ 
nel  Ton  Herrn  Tchebicbef  in  Crelle's  Journal  T.S3.p.28IL> 
<—  Sopra  nna  Memoria  del  Pro£  Ottaviano  Fabrisio  Hossotti  sotto 
II  titolo  »Jlnova  teoria  degli  stromenti  ottici'^  Osservaaioni  del 
Prof.  Francesco  Gattaneo.  (Continuazione  e  fine).  p.  184 

Pubblicazioni  recenti.  p.  191. 
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m 

und  für  jr  =  0  werden  diese  GrösseD  dann,   wegen  e    ^=0,   die 

Form  7|  annehmen^   die  zwar,   wie  wir  §.  22.  sehen  werden,    so 

lange  Null  ist,  als  in  f^^\x)  die  Zahl  n  es  ist^),  aber  nicht  mehr, 

wenn  n  unendlich  gross  wird.     Man  kann  also  in  diesem  Falle 

die  Reihe  (30) ^'^)  gar  nicht  anwenden,  und  es  folgt  hieraus  kei- 

1 

neswegs,  wie  Cauchy  meint,  das  unrichtige  Resultat  e    ''  =  0i'* 

Wir  gestehen  gern,  dass  wir  im  letzteren  Theile  dieser  Be- 
merkung den  Herrn  Verfasser  nicht  recht  verstehen,  namentlich 
nicht  einzusehen  vermögen,  was  hier  die  Unterscheidung  zwischen 
einem  endlichen  und  unendlich  grossen  n  für  eine  Bedeutung 
haben,  was  daraus  in  Bezug  auf  die  fragliche  Behauptung  Gau* 
chy's  folgen  und  geschlossen  werden  soll^  die  wir  vielmehr  in 
Uebereinstimmung  mit  Moigno,  Duhamel,  u.s.  w.  fär  völlig  ge- 
rechtfertigt halten.. 

I 

Für  f{x):^e  *^  erhält  man  durch  successive  Differentiation 
leicht  nach  und  nach  die  folgenden  Ausdrücke: 

—  i- 
f'{x)   =2ar"»e    '% 

__  1 
f\x)  =(24jr-»— 36:r-^+&c-»)c    ^, 

fif'{x)  =  (—  120a?-«  +  300a:-«  -  144a:-w  +  16ar-W) e   *% 

u.  s*  w.    u.  s*  w, 

und  schliesst  hieraus  auf  der  Stelle,  dass  allgemein  in  leicht  ver- 
ständlicher Bezeichnung: 

/t«)(a;)  =  (Cia:-C«+*)+  4^-("+*)+  4«-('*+6)  +  ^..  +  C„a:-3«ir  ^ 
ist>  wo 

n  n  n  n  n 

endliche  völlig  bestimmte  numerische  CoefGcienten  sind*    Also  ist: 


*)  Soli  wohl  heisBen:     „als  in  ßn){x)  die  Zahl  n  endlich  isf 
)  Ehen  die  obige  Gleichung,   welche  hier  besprochen  wird. 


•• 


t  I*  »*r 


»wz«^'%c4r<«  k'»iKi«e:^M^'s*.    Lei   &ercl*<k&in  i«t  Bckmlicb 

^ii'i  kr«i»:ia  c*   '.&-:   e  i  ea    zezefteacA  Pasktc,  velckai 
a*£  4<&;  <'-4«':£v**  ^ci?-fr  cä*»«r  KrciAliBic  licet,  |eieick* 

^^^t.^e,  »o  hrif^i  i^r  k ^zef^.ksirr  eise  Parakel;    ist 

A-jf  ci*  To-hersehewfe  sTzernerr»  Erilirese  gr^a^ef  4cr  Bor 
V«Tfa«.«*T  o«n  ^ie  Tb**>He  ^*r  Krse'f«*! eitle,  wokei  «r  »ek.  ^ 
^'.i»-  Scbrift  zas1«K!i  frir:?»  p^d£S»si$cWii  Zweck  kaf,  evu 
rlckfie  eir:eT  ees  Uditen  e<roie««riscli«s  «ad  ftlgrknieckca  liHkad» 
LMi«9t,  iadeoi  er  die  algebraische  ReckiwD^  stets  «■  cne  Fe 
£n4«L:iesift 


M*"^«^    d'.e   Schrift    hierdorch   der   BeachtoBg   imseffcr    Leser 

€:::.' fobk:j    »ein. 


Mechanik. 

Cebfr  Seilcarren.  Von  Dr.  T.  ^>pieker,  Oberlehrer 
ari  der  R^aUcbuSe  zu  PotsdaiD.  (Vierter  Jahresbericht 
der   8tädti>chen    Realschule    zu    Potsdam.)      Potsdam. 

iJer  livrr  Verfasser  hat  schon  in  eiuem  früheren  Programm 
de.H  GyniriaÄiums  zu  Bernburg  (1^52;  eine  verdienstliche  Arbeit 
über  Sf:ilpo!ygoiie  und  die  Kettenlioie  geliefert,  welches  im  Lite- 
rarischen berichte  Nr.  LXXVIIL  S.  971.  mit  Terdientem  Lobe  an- 
gezeigt, und  namentlich  der  bei  dieser  Untersuchung  angewandteu 
elementaren  Methode  das  Wort  geredet  worden  ist  An  jene 
frühere  Arbeit  schlies&t  .«iich  die  Torli^eude  zwar  in  gewisser 
Weise  an,  ist  aber  dessenungeachtet  von  derselben  unabhSngig 
rnd  als  eine  ganz  selbstständige  Untersuchung  zu  betrachten,  weil 
der  Herr  V'erfasser,  ohne  auf  seine  frühere  Arbeit  zuruckzogeben, 
die  Oifferentialgleichungen  der  Seiicurven  hier  in  selbstständiger 
>Vei«e   au^   den  leicht    zu  gewinnenden  Gritodeigenscbaflen    der 


B 


KjystaDographie. 

ErglBSBB^ea  zsr  Krystallcaetrie  des  regmlirem 
8j«te»«.  T«B  Dr.  J.  H.  f.  Maller,  Okersckmlratk  ead 
llirecter  ie«  Herz^glickee  Realgyaeasisas  zs  Wie«- 
bsdea.    WieAbadee.   Okae  JakreezakL    -L 

Dicee  Schrift  «Bikäll  m  ihrer  erste»  HMe  da  ihgreiyeiif 
MS  Gessee,  eSaEdb  eise  Tafel  der  Ceeins  aller  FBckemriBkcl 
des  aligeswDstea  Korpers  des  rcgsliretf  Systeas,   m  einer  des 
BWOrfsisse  der  Theorie  eatifrechrsdca  B<^«kh— syeiae.    Der 
zffdtea  Hüfte,  welche  eia  Brachstick  e»er  «sdührficherca  Ar- 
heit  ist,   luuB  es  lediglich  dsraaf  aa,   dea  Weg  la  zeigea,   wie 
Msa   aas  eis   Pkar  Keilea    des   Achtsadrin  liglai  haera    dcsw 
Axea  hestinifliea  kSvae,  wShread  die  Krystallegiaphca  aar  des 
aagefcehrtea  Vftg  sa  zeigen  piegen,    der  dea  Miaeralsgea  ähcr 
die  Art  za  dea  AxeocoelfictcBtea  durch  Hcssaag  zo  getaagen  in 
Doskelo  läset    Das  den  kleineo  Aolsatz  beschüesseade  Ahhla- 
gfgkeitsgesetz  der  drei  AchtondTierzigfläcknerkeile   dvrfle   bisher 
noch  nicht  bekannt  ^e^esen  sein,    und  ferdient  den   für  Kiystaf- 
lographie  sich  iDtcressireDdeo  Lesern,  so  wie  die  ganze  Terdienst- 
liebe  »Schrift,  zur  ßeacbtong  empfohlen  zo  werden. 


C  Q  r  i  0  s  i  t  ä  t. 

In  einem  den  8o  eben  erschienenen  Grundlehren  der  buhe- 
ren  Anafysis  von  Dr.  C.  H.  Schnuse.  Tbl.  IL  lotegral- 
recbnung.  Brannschweig  J858.  beigegebeneii  „Offenen 
Sendschreiben'*  findet  sich  am  Ende  folgende 

„Literarische    Anzeige.*^ 

„Ich  halte  es  für  notbwendig:  Blätter  für  mathematische 
Antikritik  in  zwanglosen  Heften  herauszageben ,  damit  die  man- 
cherlei schiefen  Ansichten  und  grundlosen  Urtheile,  welche  nament- 
lich in  den  secundären  mathematischen  Zeitschriften  verbreitet 
werden,  in  das  gehörige  Licht  gestellt  werden! 

Heidelberg,  den  25.  Jan.  1858.  Dr.  Schnuse." 


Herr  Sclmnse  und  Kritik!!! 
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